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Capitulo 1

Introduccion

Con esta tesis se ha pretendido realizar una extension estocéstica (markoviana) del
Petri Box Calculus (PBC). Para poder entender este trabajo es preciso empezar
introduciendo el modelo sobre el cual nos hemos basado: PBC [BDKO01b].

PBC es un élgebra de procesos al estilo de CCS [Mil89], pero disefiado con
el objetivo de poder disponer a partir de una expresion arbitraria del algebra de
procesos, una traslacion facil y natural a un modelo particular de redes de Petri.
Para ello se eligieron los operadores de PBC de una forma especial, teniendo por
ejemplo separado el operador paralelo del operador de sincronizaciéon. Como la
estructura de una red de Petri no cambia a lo largo de su evolucion y lo que si cambia
es su marcado, la semantica operacional de PBC se defini6é con esa misma filosofia: a
través de expresiones estdticas (que corresponden a redes de Petri sin marcado, esto
es, a la estructura de la red) y con expresiones dindmicas, que denotan la evolucion
del proceso (y corresponden a redes de Petri marcadas, con el marcado alcanzado).
De esta forma, se tienen dos semanticas equivalentes para una misma sintaxis: una
operacional y la otra denotacional, basada esta ultima en una clase especial de
redes de Petri etiquetadas, llamadas cajas (bozes). Con todo ello, se consiguen las
ventajas de dos de los modelos mas utilizados y estudiados en el diseno de sistemas

concurrentes: las algebras de procesos y las redes de Petri.

A la hora de plantearnos nuestra extension del modelo base, teniamos en mente
mantener la sintaxis del algebra de procesos (ahora estocastica), y obtener su tra-
duccion natural a redes de Petri (ahora también estocésticas). Primero tuvimos que
decidir qué modelo de red de Petri estocéastica nos resultaba més interesante para

nuestros propositos, eligiendo el modelo de red de Petri estocastica (markoviana)
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definido en [AMBC"95], por ser un modelo ampliamente aceptado, estudiado y uti-
lizado. Estas redes de Petri estocésticas son redes de Petri en las que cada transicion
tiene asociado un parametro, que corresponde a la razéon de la distribucién expo-
nencial negativa asociada a dicha transicién. Si una transicién esta sensibilizada,
para que pueda ser ejecutada (disparada) debe sufrir un retraso (delay) gobernado
por dicha distribucién exponencial. Cuando varias transiciones estan sensibilizadas
a la vez se aplica una politica de competencia: la mas rapida ganara la carrera. El
disparo de una transiciéon no conlleva tiempo, y la regla de disparo es la misma
que la empleada en el modelo base de redes de Petri. De esta forma, el tiempo de
permanencia en cada marcado sigue estando gobernado por una distribucién expo-
nencial, y el proceso asociado a su evolucion es una Cadena de Markov de Tiempo
Continuo (CTMC). Como consecuencia de utilizar distribuciones de probabilidad
continua, obtenemos que la probabilidad de que dos transiciones se realicen (dispa-
ren) a la vez es nula, lo que puede interpretase como una semantica de concurrencia

de entremezcla (interleaving).

Una vez que tuvimos claro el modelo semantico que queriamos, nos plantea-
mos un algebra de procesos (markoviana) con las mismas caracteristicas: cada
multiaccion, desde que esta activada, sufriria un retraso para su ejecuciéon goberna-
da por una distribucién exponencial negativa; asimismo, cuando es posible realizar
varias multiacciones a la vez, se aplicara una politica de competencia y de nuevo la

ejecucion de las multiacciones no conllevara ningin tiempo.

De esta forma, una multiaccion estocéastica de sPBC se denota en la forma
<a,r>, donde « representa la multiaccion (como en PBC) y r es el parametro
de su distribucion exponencial asociada. Los operadores y la seméantica operacional
de PBC se intentaron conservar, lo que finalmente se consiguio, salvo en el caso del
operador paralelo, ya que dada la naturaleza continua de la distribucién exponencial
negativa, no se pudo mantener la concurrencia real que tiene PBC. Esta es sin du-
das la maxima diferencia entre PBC y nuestro modelo sPBC, y el precio que hemos
pagado al realizar esta version estocéstica (markoviana). Ademads, hemos podido
mantener la equivalencia entre las dos semanticas: la operacional y la denotacional

basada en una clase especial de redes de Petri (cajas en PBC y s-cajas en sPBC).

El algebra de procesos estocéastica (markoviana) definida es del estilo de las
clasicas SPAs (Stochastic Process Algebras) como PEPA [Hil96], EMPA [BGYS§]
o TIPP [HR94|. Hay dos diferencias sustanciales con respecto a estas algebras de

procesos més clasicas: la primera es que en PBC se permiten multiacciones a un
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primer nivel, y la segunda es que la sincronizacion se define de una forma diferente,

y separada del paralelo.

A continuacién, vamos a ir explicando como hemos ido definiendo nuestro mo-
delo, los objetivos planteados, los problemas encontrados y las soluciones que les

hemos dado.

El primer problema con que nos tropezamos surgi6é cuando definimos la sincro-
nizaciéon. Nos basamos en la definicion que se tiene de dicho operador en PBC
plano: dos multiacciones pueden sincronizar sobre a si es posible ejecutarlas en
concurrencia y, ademés una de ellas contiene la acciéon a, y la otra su correspon-
diente conjugado a; la nueva multiaccion que se origina contiene todas las acciones
de ambas multiacciones excepto el par (a,a). Sobre esta idea, la primera dificultad
que nos apareci6 fue como detectar la concurrencia real en una semantica de entre-
mezcla. Para ello, definimos las bolsas concurrentes [MVdF01a] sobre s-expresiones
dindmicas operativas, que nos proporcionaran bolsas de multiacciones que podrian
realizarse a la vez (si tuviéramos una concurrencia real) en una expresion dinamica

donde se han activado todas sus componentes.

La siguiente meta a cubrir fue cémo elegir la razon de la multiaccion generada por
efecto de una sincronizacion. Nuestra primera propuesta [MVdF01a| consistio en to-
mar la menor de las razones involucradas en la sincronizacion, lo que intuitivamente
se interpretaria como esperarse a la mds lenta. En efecto, decimos intuitivamente,
porque esperarse a la mas lenta seria en realidad una espera gobernada por una
nueva variable aleatoria definida como el méximo de dos variables aleatorias con
distribucién exponencial, y desafortunadamente, ésta no sigue una distribuciéon ex-
ponencial, lo cual nos apartaria del modelo markoviano y complicaria enormemente

el modelo.

Nuestro siguiente objetivo fue definir una equivalencia entre expresiones, con-
siderando el criterio de que a nivel funcional dos expresiones equivalentes deben
comportarse de la misma forma, y a nivel de prestaciones las CTMCs asociadas han

de ser isomorfas. De esta forma, si consideramos:

E, =<{a},3>, FEy=<{a},1>0 <{a},2>

- FE; puede interpretarse como un proceso que sufre un retraso para la ejecuciéon
de {a} gobernado por una distribucién exponencial de parametro 3 (tiempo

medio 1/3); esto es, la probabilidad de que E; termine su ejecuciéon en un
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tiempo menor o igual que ¢ es 1 — e~3!. Este proceso ejecutara eventualmente

el conjunto unitario {a}, y terminara.

- E, también ejecutaria eventualmente una multiaccion {a}, y terminaria. No
obstante, el tiempo que le llevaria a F5 hacerlo seguiria (debido a la poli-
tica de competencia) una variable aleatoria definida por el minimo de dos
variables aleatorias con distribucién exponencial, que en esta ocasion si es de
nuevo una variable aleatoria con distribucién exponencial, cuyo pardmetro es
la suma de los parametros de ambas distribuciones. De esta forma, de acuerdo
con el presente criterio, Ey sufriria un retraso gobernado por una distribucion

exponencial de parametro 3, ejecutaria {a}, y terminaria.

En consecuencia, E; y Ey se podrian considerar equivalentes.

Una vez que tuvimos claro lo que queriamos reflejar con la equivalencia, nos
quedaba definirla formalmente, y comprobar que se conservaba al aplicar los distintos
operadores, esto es, que era una congruencia. Desgraciadamente, vimos rapidamente
que la decision de tomar el minimo como razon de la nueva multiaccion obtenida por

sincronizacion, no servia. Para ello nos bast6 con considerar el ejemplo siguiente:
E; =<{a},2>, E;=<{a},1>0 <{a},1>
E5 y E4 son equivalentes segiin nuestra interpretacion, pero al tomar:
Es = (E1||Es)sya,  Eg= (Fsy||Ey)sya

obtenemos que aunque F; y Es son equivalentes, al igual que E5 y Ej, sin embargo
E5 y FEg no lo son, ya que Ej ofrece una tnica posibilidad de sincronizaciéon con

razéon 2, y Eg ofrece cuatro posibilidades de sincronizacion, todas con razon 1.

Para resolver este problema se han definido en esta tesis las llamadas razones
de conflicto [MVCPO03], inspiradas en las razones aparentes de PEPA [Hil94al|. Béa-
sicamente, la idea consiste en considerar en conflicto dos multiacciones estocésticas
en una s-expresion dindmica operativa si ambas estan en el ambito de una eleccion
y ademés tienen la misma multiaccion asociada. Definimos entonces la razéon de
conflicto de una multiaccion como la suma de las razones de las multiacciones que
aparecen en un conflicto. Apoyandonos en esta definiciéon particular de razéon de
conflicto, definimos una nueva sincronizacion, eligiendo ahora el parametro que apa-
rece en la sincronizacién como el minimo de las razones de conflicto, multiplicado

por un factor que representa el peso que tiene cada razén dentro de su razén de
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conflicto. Esta nueva propuesta va a proporcionar una férmula para el célculo de la
razéon cuando intervienen varias multiacciones en la sincronizaciéon, con la ventaja
de que no va a importar el orden en que se sincronicen tales multiacciones estocasti-
cas, teniéndose ademéas que para cualquier bolsa concurrente, cualquier serializacion
de ella serd posible, aunque para ello tendremos que restringirnos a los llamados
términos requlares. Esta restriccion nos obliga a limitar la sintaxis ligeramente, no

permitiendo un paralelo dentro de una eleccion (al mas alto nivel).

Para la primera propuesta de sPBC finito presentada en [MVdF0la] teniamos
definida una seméntica denotacional basada en una clase especial de redes de Petri
estocésticas etiquetadas, llamadas s-cajas. Con esta nueva definicion del operador
de sincronizacién, se tuvo que acoplar la semantica denotacional de redes de Petri

para que contemplase los conflictos [MVCPO03].

Sin embargo, en nuestro camino para obtener la congruencia aparecieron nuevos
problemas. Vimos que teniamos que distinguir entre aquellas expresiones que alcan-
zan su estado final (en terminologia de redes de Petri, las que alcanzan el marcado
final) y las que no lo alcanzan. También fue necesario diferenciar entre conductas
paralelas y conductas en conflicto, las cuales se perdian al definir los sistemas de

transiciones por medio de una semantica de entremezcla, por ejemplo, al tomar

E; =<{a},1>;<{a},2> 0 <{a},2>;<{a},1>
By =<{a},1> || <{a},2>

obtenemos que con la semantica de entremezcla ambos procesos tienen el mismo

comportamiento (a nivel funcional y a nivel de prestaciones), pero si consideramos:

Ey=FE;sya
Em :Egsya

se tiene que Ey y Eig no se comportan de la misma forma, ya que desde FEjy es
posible sincronizar las dos multiacciones estocésticas, con lo que se podria ejecutar
< {,1>, mientras que en Fy no se da esa posibilidad. Para poder contemplar la
situacion anterior se aumento el sistema de transiciones considerando tres nuevas
reglas (Skp, Rdo y Fan), se ajusto la definicion de equivalencia, tras lo cual se probo

que efectivamente se trataba de una congruencia [MVCdF03|.

Finalmente, nuestro trabajo mas reciente ha sido la incorporaciéon del operador
de iteracion [MVCCO03|, y el desarrollo de algunos ejemplos clasicos de sistemas
concurrentes, mediante los cuales quedaba reflejada la potencia y flexibilidad de

nuestro modelo.
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Como trabajo futuro inmediato tenemos previsto introducir en nuestro modelo
el operador de recursion. Aunque en el modelo original [BDH92| esto se hace de
una forma general dando lugar a redes infinitas, utilizando la teoria del punto fijo,
nuestro primer objetivo es introducirlo de una forma restringida, con el fin de que
las CTMCs generadas sean ergddicas. También tenemos en mente introducir en

nuestro modelo las multiacciones inmediatas, al estilo de EMPA [BG98].

Este ha sido el orden cronolégico en el que hemos ido realizando nuestro trabajo.
En la redaccion final de la tesis, hemos reordenado las ideas con el fin de hacerla
més legible. El plan a seguir se describe a continuacion. En el segundo capitulo
presentamos los antecedentes, haciendo hincapié en las redes de Petri (clasicas y es-
tocasticas), las algebras de procesos (clasicas y estocésticas) y en el modelo original
(PBC). En el tercer capitulo se presenta la primera version de sPBC finito (sin itera-
cion ni recursion), y con la primera propuesta para la sincronizacion. En el capitulo
cuarto se introduce la nueva propuesta para la sincronizacién. A continuacién, en el
capitulo siguiente, se presenta el operador de iteraciéon, siendo en el capitulo sexto
donde se estudian las relaciones de equivalencias, dejando para el séptimo algunos
casos de estudio, como el de la region critica, el productor/consumidor o el protocolo
del Bit Alternante. Por dltimo, terminaremos con las conclusiones y trabajo futuro,
que se encuentran en el capitulo octavo. También se incluye en ese tltimo capitulo
un apartado donde se presentan las publicaciones de la doctorando como primer

autor, de trabajos relacionados con esta tesis.



Capitulo 2

Antecedentes

2.1 Modelos formales de concurrencia

El término modelo se puede utilizar para describir cualquier cosa que represente a
un sistema, y que nos sirve para hacer predicciones sobre el comportamiento del
mismo. Asi, un modelo puede verse como una abstraccion del sistema, y segtn el
nivel de abstraccién que presente frente al sistema real, las predicciones del modelo
seran mas o menos acertadas. Como norma general debemos descartar todos los
detalles no relevantes, y centrarnos en aquellos aspectos que son esenciales para el
comportamiento del sistema. Algunas de las razones que favorecen el estudio sobre
modelos frente a la aproximacion directa son que esta tltima suele ser més cara
(en términos de recursos del sistema), consume mucho tiempo, a veces es dificil
de extrapolar a otros escenarios de operacion, e incluso puede que el sistema que
queremos estudiar ni siquiera exista todavia. El diseno de un sistema debe estar

sujeto a un cierto andlisis que asegure que el sistema se comporta correctamente.

En un principio la concurrencia empez6 a estudiarse en el campo del diseno de los
sistemas operativos, donde aparecen ciertas situaciones donde, por ejemplo, es nece-
sario proteger un recurso compartido de accesos concurrentes indiscriminados. Hoy
en dia, sus aplicaciones son multiples lo que hace que sea un campo de intensa inves-
tigacion. Dentro del marco de los sistemas concurrentes, las redes de Petri [GV03] y
las algebras de procesos [BPSO01] son dos de los modelos formales mejor estudiados
y mas utilizados. A continuacién, pasamos a describir brevemente ambos modelos,
siguiendo el orden historico de aparicion. En esta primera parte consideraremos los

dos modelos bésicos sin ninguna consideracion temporal y/o probabilistica, las que
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posteriormente se introduciran en los tltimos apartados del capitulo.

2.1.1 Redes de Petri

Las redes de Petri fueron definidas en 1962 por Carl Adam Petri [Pet62]. Desde
entonces, se han definido multitud de variantes de las redes, y estudiado su com-
portamiento desde muy diferentes puntos de vista. En [Net03| puede encontrarse

actualizada toda la informacion referente al mundo de las redes de Petri.

Una red de Petri es un modelo de naturaleza grafica (concretamente, es un grafo
bipartito con dos clases de nodos: lugares y transiciones), aunque con un soporte
formal preciso. Ambas caracteristicas hacen de las redes de Petri un modelo muy ttil
en el diseno y analisis de sistemas concurrentes: por un lado, su simple representacion
grafica permite disponer de modelos de sistemas concurrentes facilmente legibles
y, por otro lado, la descripcion formal de las mismas permite analizar de forma
sistemética ciertas propiedades del sistema. Hoy en dia otro factor a tener en cuenta,
es la disponibilidad de herramientas que dan soporte al disenio y anélisis de sistemas

con redes de Petri, como por ejemplo INA [Sta01].

En esta breve introduccion a las Redes de Petri nos limitaremos a comentar
algunas definiciones béasicas, algunas propiedades a destacar y algunas indicaciones
sobre como analizar esas propiedades. Un estudio mucho mas completo y detallado
puede encontrarse en [Sil88], [Bra86|, [Pet81] 6 [Rei88|. Para hacer esta presentacion
nos hemos basado en [Val90|, [VB01] y [Col01].

Definicién 2.1 (Redes de Petri Ordinarias)
Una terna N = (P, T, F), formada por dos conjuntos P y T, y una relaciéon F

definida sobre P U T, se dice que es una Red de Petri Ordinaria si satisface:
L.PNT=0
2. FC(PxT)U (T x P)
3. dom(F) U cod(F)=P UT
Al conjunto P se le llama conjunto de lugares, al conjunto T conjunto de transicio-
nesy a F relacion de flujo. Graficamente, los lugares se representan con circulos,

mientras que las transiciones se representan con rectangulos o lineas. F' relaciona

lugares con transiciones por medio de arcos dirigidos entre lugares y transiciones, y
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relaciona transiciones con lugares en forma de arcos dirigidos entre transiciones y

lugares.

Siendo X = P U T, para cada x € X se definen los conjuntos siguientes:
‘t={y € X|(y,z) € F} (preconjunto o precondicion de x),

z* ={y € X|(z,y) € F} (postconjunto o postcondicion de x).

Definicién 2.2 (Marcados de Redes de Petri Ordinarias)
Sea N = (P, T, F) una Red de Petri Ordinaria. Una funcion M : P — IN se llama
un marcado de N. Entonces, a toda la tupla (P, T, F, M) se le llama Red de Petri

Ordinaria Marcada. O

Los marcados de las redes de Petri se representan graficamente incluyendo en
cada lugar tantos puntos como tokens le corresponden, o bien anotando cada lugar
con el nimero de tokens asociado al mismo (ver figura 2.1). Dado que los marcados
son funciones que toman valores en IN, se pueden representar como vectores de IN",
siendo n = | P|; otras veces se representan en la forma ¢ip; + capa +. . .+ ¢ppp, donde

¢; indica el namero de tokens del lugar p;, 2 =1,...,n.

Figura 2.1: Ejemplo de red de Petri marcada

La semantica de una Red de Petri se define mediante la siguiente regla de disparo,

que define el marcado alcanzado tras el disparo de una transicion.

Definicion 2.3 (Regla de Disparo)
Sea N = (P,T,F, M) una Red de Petri Ordinaria Marcada. Una transicion t € T
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se dice que estd permitida (activada o sensibilizada) bajo el marcado M, lo que se

denota por M][t), si para todo lugar p € P tal que (p,t) € F, se verifica M (p) > 0.

El disparo de una transicion ¢ permitida bajo el marcado M da lugar a un nuevo

marcado de la red, M’, definido en la forma siguiente:

M'(p) = M(p) — Wy(p, t) + Wy(t,p) VpeP

donde para cada z € (T'x P) U (P x T):

Wi () 1 sizeF
1) =
/ 0 siz g F

Ello se denota en la forma M[t)M’.

Definicion 2.4 (Activacion Concurrente de Transiciones)

Sea N = (P, T, F, M) una Red de Petri Ordinaria Marcada, y R € B(T) un multi-
conjunto de transiciones de la red. Se dice que R esta permitido bajo M, lo que se
denota por M[R), siy solo si M(p) > ZWf(p, t)- R(t), Vp € P.

teT
El disparo de un multiconjunto de transiciones R bajo el marcado M conduce la

red a un nuevo marcado M’, dado por:

M'(p) = M(p) = Y _(Wi(p,t) = Wy(t,p)) - R(1)

teT

Esta evolucion de la red en un solo paso la denotaremos por M[R)M'.

Definicién 2.5 (Redes de Petri Generalizadas)
Una Red de Petri Generalizada es una tupla N = (P, T, F, K, W), donde:

1. (P,T,F) es una Red de Petri Ordinaria.

2. K : P— IN U {00} es una funcién que indica el nimero maximo de tokens

que puede haber en cada lugar (funcion de capacidad).

3. W : F — INT es una funcién que indica la multiplicidad de cada arco (pesos

de los arcos).
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La funciéon de capacidad se suele omitir cuando ésta es infinita para todos los
lugares. Ademés, habitualmente extenderemos la definicion de W a todo el universo

de posibles arcos, haciéndola nula para los pares (p,t) 6 (¢,p) que no estén en F.
O

Algunas clases especiales de redes que nos van a interesar son las siguientes :

Red pura: En ellas se impone la restriccion de que no hay lugares que son simul-

taneamente precondiciéon y postcondicién de alguna transicion:

VieT, Vpe P : W(t,p)-W(p,t)=0

Redes T-restrictivas: Son aquéllas para las cuales todas las transiciones deben

tener al menos un lugar precondicién y un lugar postcondicion:

VieT :*t#0, t* 40

Definicion 2.6 (Regla de Disparo para Redes de Petri Generalizadas)
Sea N = (P, T, F, K,W) una Red de Petri Generalizada.

1. Una funcion M : P — IN se dice que es un marcado de N si y soélo si
M(p) < K(p), para todo p € P.

2. Un multiconjunto de transiciones R estd permitido bajo un marcado M, lo
que se denota por M[R), si y solo si para todo p € P se cumplen las dos

condiciones siguientes :

(a) M(p) 2 2 ser Wip,t) - R(1)

(b) M(p) = 3 yer(W(p. 1) = W(t,p)) - R(t) < K(p)
El disparo de R genera un nuevo marcado M’, dado por:

M'(p) = M(p) = > (W(p,t) = W(t,p)) - R(t), Vp € P

teT

lo que se denota por M[R)M'.
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Definicion 2.7 Sea N = (P, T, F, K, W, M) una Red de Petri Marcada.

1. Se dice que o0 = Myt M, ...t, M, es una secuencia de ocurrencia finita de N
siVie {l,...,n}, M;_1[t;) M;. Observemos que dado el marcado inicial My,
y la secuencia de transiciones t;...%,, es posible reconstruir la secuencia de
ocurrencia completa. Por ello, en ocasiones éstas se denotan simplemente en

la forma My[o) M, siendo o =ty ...t,.

Asimismo, se denota por [My) al conjunto de marcados que pueden ser alcan-

zados a partir de M.

2. Se dice que 0 = MyRM, ... R,M, es una secuencia de pasos finita de N si
Vi € {1,...,n}, M;_1[R;)M;. La notacion habitual se extiende de nuevo a

secuencias de pasos: Mylo)M,.
d

Ejemplo 2.1 Para la red mostrada en la figura 2.1, tenemos que para el marcado
inicial My = p1 + pa + ps + 4ps, el multiconjunto de transiciones R = {2.t, 1.to, 1.t3}
estd permitido, y su disparo genera el marcado M' = 2p; + 2py + 2p3 + ps + 2ps + ps.-

O

La verificacion de propiedades sobre redes de Petri tiene un doble objetivo, por un
lado el poder demostrar que el diseno realizado es correcto, es decir, que se cumplen
las especificaciones de las que se partio, y por otro poder extraer propiedades sobre

el comportamiento del sistema.

Las propiedades objeto de interés se relacionan con la conducta del sistema mo-

delado, aunque béasicamente pueden englobarse dentro de las siguientes categorias:

1. Alcanzabilidad: Un marcado M es alcanzable si existe una secuencia de ocurren-
cia o tal que Mylo) M.

2. Seguridad: Una red de Petri N es n-segura si VM € [M;), se cumple que
M(p) < n, Vp € P. Un caso especial son las redes 1-seguras, en las cuales
cada lugar s6lo puede contener a lo sumo un token. Sobre este tipo de redes es
posible abordar con éxito la verificacion de muchas de las propiedades sobre
redes de Petri, por lo que, son muy utilizadas en el modelado de sistemas,
aunque por la simplicidad del modelo se paga el coste de tener que generar

redes muy voluminosas, incluso para sistemas pequenos.
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3. Acotacion: Se dice que un lugar p es acotado si existe un n, € IN tal que
M(p) < ny, VM € [My). Cuando todos los lugares de una red son acotados se

dice que ésta es acotada o limitada.

4. Vivacidad: Se dice que una transicion ¢ es viva si para todo marcado alcanzable
M € [M,) existe otro marcado M' € [M) tal que ¢ estd permitida bajo M:

M][t). Si todas las transiciones de N son vivas, se dice que N es viva.

La vivacidad de una transiciéon garantiza que con independencia del estado
actual que el sistema haya alcanzado, éste siempre puede evolucionar hacia un

estado que permite disparar la transicion.

5. Ausencia de bloqueos: Diremos que una red de Petri esta libre de bloqueos si
ningtin marcado alcanzable es un marcado muerto. Un marcado M se dice

que esta muerto si no permite disparar ninguna transicion.

Esta propiedad nos permitirdA comprobar que el sistema nunca llega a una
situacion de bloqueo (deadlock) en la que no puede evolucionar de ninguna

forma, ni siquiera de forma parcial, por parte de alguna de sus componentes.

6. Rewversibilidad: Una red de Petri se dice que es reversible si para cualquier
marcado alcanzable M € [M;) existe una secuencia de ocurrencia o tal que
M[O’>Mg.

Esta propiedad nos permite comprobar que con independencia del estado
actual alcanzado por el sistema, siempre podemos volver a la situacién ini-

cial.

Las técnicas de analisis de redes de Petri se clasifican en: Enumeraciéon, Trans-

formacion y Analisis estructural.

1. Enumeracidn. Se requiere la construccion del grafo de alcanzabilidad (RG) que
representa los marcados de la red y la ocurrencia de transiciones entre ellos.
Si la red es limitada, el grafo de alcanzabilidad es finito y se pueden verificar

las diferentes propiedades de interés sobre él.

2. Transformacion. Consisten en transformar la red (N, My) en una red (N, M{)
donde el conjunto de propiedades II a verificar se conserven, de manera que
(N', M}) satisface las propiedades II si y solamente si (IV, My) las satisface.

El objetivo es verificar las propiedades en (N’, M{) asumiendo que sera més
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facil que hacerlo en (N, My). Puede que el espacio de estados (marcados al-
canzables) de (N, M{) sea mas grande que el de (N, M), pero que (N', My)
pertenezca a una subclase de redes de Petri para la que se puedan analizar
las propiedades sin tener que enumerar los estados. Pero si hacemos transfor-
maciones donde cada vez el espacio de estados es més pequeno, tendriamos lo

que se conoce como métodos de reduccion.

3. Andlisis estructural. Investigan las relaciones entre el comportamiento de una

red y su estructura, independientemente del marcado inicial.

A continuacion, pasamos a describir brevemente la verificacién basada en el grafo

de alcanzabilidad, ya que es a la que haremos referencia en esta tesis.

Definicion 2.8 Dada una red, S = (IV, My), su grafo de alcanzabilidad es un grafo
dirigido, RG(S) = (V, E), donde:

o V={M|M € [My)} (conjunto de marcados alcanzables), que se suele repre-
sentar en la forma V = RS(S) .

o E={(M,t, M")|M,M' €V y M[t)M'} (conjunto de arcos).

Si § = (N, M) es limitada, RG(S) es finito y se puede construir, por ejemplo,
mediante el algoritmo descrito en [Col01]. Para verificar una propiedad sobre una
red de este tipo, se necesita un procedimiento de decision que usa el grafo de al-
canzabilidad para determinar si la red cumple o no la propiedad. A continuacion,
definimos lo que se conoce como predicado de marcado, que serd la forma en que

enunciaremos las propiedades a verificar.

Definicién 2.9 Se llamara predicado de marcado a una proposicion logica cuyos

atomos son desigualdades de la forma:

> ky M(p) <k

PEA

donde A es un subconjunto de lugares, y k, y k£ son constantes racionales. O

Veamos ahora como expresar mediante un predicado de marcado las propiedades

expuestas anteriormente.
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Cuando una propiedad se expresa como un predicado de marcado, que debe ser
satisfecho por todos los marcados alcanzables, se dice que es una propiedad invariante

de marcado. Ejemplos de propiedades de este tipo son:

e k-limitacion de un lugar p: YM € RS(S), M(p) < k.

e FExclusion mitua de marcado entre p y p': YM € RS(S), M(p) = 0 V
M(p')=0.

e Ausencia de bloqueos: YM € RS(S), It €T : M]t).

También se puede hablar de propiedades invariantes de vivacidad: para cada
marcado alcanzable, existe por lo menos un marcado alcanzable desde él que verifica

la propiedad. Ejemplos de este tipo de propiedades son:

o Vivacidad de t: YM € RS(S), IM' € RS(S') con 8’ = (N, M) tal que M'[t).

e My estado de acogida: YM € RS(S), AM' € RS(S’) con 8’ = (N, M) tal que
M’ - MH

e Reversibilidad: VM € RS(S), 3M' € RS(S') con &' = (N, M) tal que M’ =

M, (marcado inicial).

En [Col01] se pueden encontrar algoritmos de verificacion de propiedades, tanto

para los invariantes de marcado, como para los invariantes de vivacidad.

2.1.2 Algebras de Procesos. CCS.

Las algebras de procesos son modelos formales algebraicos que aparecen en la década
de los 80, siendo dos de sus maximos exponentes CSP [Hoa85] y CCS [Mil80, Mil89.
Desde entonces, se han definido multitud de variantes y estudiado su comportamien-
to desde muy diferentes puntos de vista. Son un mecanismo muy apropiado para la
especificacion formal de sistemas concurrentes y cabe destacar sobre todo su com-

posicionalidad.

El modelo algebraico Petri Box Calculus se basa en el dlgebra de procesos CCS,
por lo que es la que pasamos a comentar a continuacién. Para esta breve introduccion
nos hemos basado en [Cua93| para la descripcion de los operadores, y en [Nun0O1]

para las equivalencias. Otros modelos algebraicos y un estudio méas completo y
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detallado sobre las algebras de procesos se pueden encontrar, por ejemplo, en [BW90|
y [BPSO1].

Como para todo lenguaje formal, de un algebra de procesos hay que definir su
sintaxis y su(s) seméntica(s). En CCS se considera un conjunto de acciones atomi-
cas A, que puede ser partido en dos subconjuntos, los cuales pueden ser aplicados
biyectivamente el uno sobre el otro, por medio de una funcion (7); asi, si la acciéon
a € A entonces su correspondiente conjugada a € A. A partir de este conjunto, se
define el conjunto Act en la forma siguiente: Act = A U {7}, siendo 7 una acciéon
distinguida, que representara la ejecucion no visible de una accion y recibe el nombre
de accion interna. Dicha accidon aparecerd explicitamente en los computos, aunque

se asume que su ejecucion no es observable directamente desde el exterior.

La sintaxis de CCS en notaciéon BNF es la siguiente:

P:= NIL| aP | P+P| PP | P\a| puX.P

A continuacion, hacemos una descripcién intuitiva de cada uno de los operadores

del lenguaje:

NIL: Representa una méquina parada, incapaz de realizar ninguna accion (ni

siquiera interna).

PREFIJO (a.P): Dada una acciéon a € Act y un proceso P, a.P representa el

proceso que puede ejecutar la accion a, y después se comporta como el proceso P.

ELECCION (+): Dados dos procesos P, @, el proceso P + @) representa una
eleccion entre ambos, con lo que el proceso se comporta como P 6 como (), depen-
diendo de cual de ellos pueda ejecutar la accion ofrecida (o bien la accion interna).
Cuando las dos pueden ejecutar la accion visible ofrecida, entonces el sistema elige
arbitrariamente cual de ellos la ejecuta, siguiéndose con el resto de la ejecucion del

mismo.

COMPOSICION PARALELA (|): Dados dos procesos P, @, el proceso P |Q re-
presenta su composicion en paralelo. Con la composiciéon, cada uno de ellos puede
ejecutar sus acciones de forma independiente del otro, o ambos pueden sincronizar
sobre acciones complementarias (via la funcion 7), lo que resulta en una tinica accion
interna 7. En consecuencia, el operador paralelo combina entremezcla (interleaving)

con sincronizacion, sin imponer ésta jamas. A diferencia de la sincronizacion de
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CSP |Hoa85|, que de manera natural permite, e incluso exige, sincronizar simulta-
neamente varios procesos por medio de una tinica acciéon, en CCS la sincronizaciéon

es intrinsecamente binaria.

RESTRICCION ( P\a): Dada una accién a € A y un proceso P, el proceso P\a se
comporta como P, si bien la ejecuciéon de la acciéon a ni la de @ estan ya permitidas.
Su aplicacién tras un operador paralelo nos servird para imponer sincronizacion

sobre las acciones suprimidas.

RECURSION (uX.P): Representa un proceso obtenido como solucion de la ecua-

cion recursiva X = P.

La seméntica operacional de CCS es la definida mediante las reglas de la tabla
2.1.

P-4 P
1) — 2) - a € Act
a.P — P P+ Q-—P
a ! P a P’
3) Q—>aQ a € Act 4) 7) a € Act
P+ Q=0 PlQ— P'|Q
a / P % p a !
5) QTQ a € Act 6) — T’Q—>Q a€A
PlQ — P PlQ — P
P P P{uX.P/X} 5 P’
7) 7 a,a¢ L 8) il /a}—> a€ Act
P\L — P'\L puX.P — P’

Tabla 2.1: Semantica operacional de CCS

Interesa tener una relacion de equivalencia que permita identificar aquellos proce-
sos que se comporten de la misma forma. Cuando la equivalencia entre dos procesos
se refiera a que el primer proceso pueda simular de una cierta forma el comporta-

miento del segundo, y viceversa, se hablaria de una relacion de bisimulacion.

Definicién 2.10 Una relacién binaria R definida sobre el conjunto de procesos es
una bisimulacidn fuerte si para todo par de procesos Py @ se cumple (P,Q) € R

implica que para toda accion a € Act se tiene:

- P -% P’ implica que existe un proceso @' tal que Q@ —— Q' y (P', Q') € R.

- Q % @' implica que existe un proceso P’ tal que P - P'y (P', Q') € R.
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Dos procesos P y () se dicen que son fuertemente bisimilares, si existe una bisimu-
lacion fuerte R tal que (P, Q) € R. O

Ejemplo 2.2 Si consideramos los procesos:

P, =ab.NIL
P, =a.NIL+bNIL

se tiene que no son fuertemente bisimilares, ya que:

P, b.NIL
P, %5 NIL

y, obviamente b.NIL y NIL no son equivalentes, pues el primero puede hacer la

accion b, mientras que el segundo no.
Sin embargo, se puede comprobar facilmente que:

Py =a.NIL|b.NIL
Py =a.b.NIL+b.a.NIL

si son fuertemente bisimilares. O

Esta bisimulacion fuerte es una congruencia, esto es, dados dos procesos Py @)
fuertemente bisimilares se pueden intercambiar en cualquier Ambito, o lo que es lo
mismo, también serian bisimilares fuertes: a.P y a.Q, P+ Ry Q+ R, R+ Py
R+Q,PIRyQ|R,RIPyR|Q, P\ayQ\a,ypX.PypX.Q,Vac Acty R

un proceso cualquiera.
Desde el punto de vista de un observador externo los procesos:

Ps=71.a.NIL
Ps=a.NIL

se comportan de la misma forma (realizan la accién a y terminan). Sin embargo,
su equivalencia no estd contemplada con la bisimulacion fuerte, siendo necesario
introducir una nueva relacién que se conoce como bisimulacion débil. Antes de dar

paso a la definicion de esta nueva equivalencia necesitamos una previa.

Definicién 2.11 Sean P y ) dos procesos, diremos que P puede evolucionar de
forma interna a @, y lo denotaremos por P = @, si existen n > 0 y procesos

P, P, ..., P, tales que:
PP 5P P-5Q
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Diremos que P puede evolucionar mediante una transicién externa generalizada
. a . .
etiquetada con a € A al proceso (), y lo denotaremos por P = (), si existen procesos

P, y P, tales que:
PP -5 P35Q

Definicién 2.12 Una relacién binaria R definida sobre el conjunto de procesos es
una bisimulacion débil si para todo par de procesos Py @ se cumple que (P, Q) € R

implica que para toda accion a € Act se tiene:

- P -% P’ implica que existe un proceso @' tal que Q@ = Q' y (P',Q') € R.

- Q@ % @' implica que existe un proceso P’ tal que P = P'y (P',Q') € R.

Dos procesos P y () se dicen que son débilmente bisimilares, si existe una bisimula-
cion débil R tal que (P, Q) € R. O

La bisimulaciéon débil es una congruencia salvo para el operador de eleccion.

Dos procesos Py () que son fuertemente bisimilares también son débilmente bisi-

milares.

2.1.3 Petri Box Calculus

El Petri Box Calculus (PBC) fue introducido por primera vez a principios de los 90
por Best, Devillers y Hall [BDH92|. Su principal objetivo era juntar en el mismo
modelo las ventajas de las algebras de procesos y de las redes de Petri. Aunque la
idea de asociar redes de Petri con expresiones de algebras de procesos no era nueva
[DANMS88, Gol88, Tau89, GLI1, Old91, BCI1|, con PBC se pretendia tener una
traslacion 'natural” de una expresion de un algebra de procesos a una clase especial de
redes de Petri con una seméantica de concurrencia real. Para ello, los operadores del
algebra se eligieron de una forma particular, basandose en CCS [Mil89], pero dejando
separado el operador paralelo del operador de sincronizacion, ademéas de permitir
multiacciones (multiconjuntos de acciones) en vez de acciones para el operador base.
Best, Devillers, Koutny y Esparza han seguido trabajando en el formalismo, genera-
lizandolo con el dlgebra de cajas ¢ algebra de redes de Petri (Petri Net Algebra, PNA)
[BDK98, KB99, BDK(01a, BDK01b, BDK02|, del que PBC [BDE93, KEB94, BK95|

es un caso particular. En todos los casos se proporciona, para una misma sintaxis,
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una seméantica operacional y una denotacional, esta tultima basada en una clase
especial de redes de Petri etiquetadas llamadas cajas. La semantica de redes de
Petri es composicional y se obtiene combinando refinamiento y reetiquetacion, a
partir de las cajas operador 'y de las cajas planas. Con PNA se estudia como deben
ser estas cajas operador para obtener la equivalencia entre las dos semanticas, y en
este marco general, ademas de PBC, otras algebras de procesos como CCS [Mil89],
CSP [Hoa85] o COSY (COncurrent SYstem notation, [JL92|) pueden considerarse

como casos particulares [BDKO1b].

Asi otro de los objetivos de PBC era proporcionar una seméantica composicional
con redes de Petri (seguras) de lenguajes de programacion concurrentes. Con este
fin se disefi6 el lenguaje B(PN)? (a Basic Petri Net Programming Notation, [BH93]),
sobre el que se han ido introduciendo nuevas mejoras [Mel94, BFF95, FG97| y una
herramienta PEP (Programming Enviroment based on Petri nets, [BF94, Gra9s,
GB96, Gra97a, Gra97b, Gra98|), con una verificacién basada en [McM92, Esp93,
ERV95, Bes96| y con interfaces a otras herramientas [GMA95, FG98, Sta01|. Una
breve introduccion al B(PN)? y al PEP puede encontrase en [Mac00, MV01].

En la literatura se pueden encontrar dos extensiones temporales de PBC [Kou00,
MdF01], y la extension estocastica sSPBC [MVdF01la, MVCP03, MVCdF03| que se

presenta en esta tesis.

A continuacién, pasamos a introducir brevemente el modelo Petri Box Calculus.
Esta parte del trabajo esta basada fundamentalmente en [BK95|, [BDK98], [Mar98|
y [Mac99|.

Sintaxis

Consideraremos la notacion siguiente:

e A como un conjunto numerable de nombres de acciones. Ademés, para todo
a € A, existe su conjugado (que aqui se denota con” ) a € A, tal que a # a
y @ = a, como en CCS. Utilizaremos las letras a,b,a,... para denotar los

elementos de A.

e L=B(A), donde B(A) representa el conjunto de multiconjuntos finitos de A.

Si a € L, aa) indicara el nimero de veces que aparece a en a.

En particular, tendremos que ) € L, que se utiliza para especificar la eje-
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cucion de una multiacciéon que no contiene acciones visibles. La llamaremos
multiaccion no observable, o también siguiendo la terminologia de CCS, silen-

ciosa o interna.
e El alfabeto de una multiaccion a € L se define como:

A(a) =gef {a € Al a(a) > 0}

e Funciones de renombramiento f : A — A, que conservan los conjugados:

—

Va € A, f(a) = f(a)
A continuacion, introducimos algunas operaciones sobre multiacciones:
e suma
a+ B =q4ef 0, donde (a) =45 a(a) + B(a)
e sincronizacion
a @, f =gep 7 donde:
a(b) + pB(b) —1 sib=ab6b=a
YB) =aer {
a(b) + B(b) en otro caso
y solo es aplicable si a € A(a) y @ € A(S), o viceversa.
e renombramiento

fla) =def ZaeA afa)f(a)

Expresiones Estaticas

Las expresiones estdticas se utilizan para describir la estructura de un sistema con-
currente, y corresponderan a redes de Petri no marcadas. Una expresion estdtica de

PBC, es un término generado por la expresion BNF siguiente:
E = «o|E;E|FOFE |E[f]|E|E|Esya|Ersal|la:E]|[E «E x E]| X

A continuacion, hacemos una descripcién intuitiva de cada uno de los operadores

del lenguaje.

MULTIACCION («): Una expresion estéatica de la forma « se llama multiaccion 6

accion bdsica; representa la ejecucion simultanea de todas las acciones que aparecen
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en o. Un caso especial es (), que representa un movimiento silencioso sin acciones

visibles.

SECUENCIA (;): Dadas dos expresiones E y F, la expresion F; F representa el

proceso que primero realiza el proceso E, y luego pasa a ejecutar F'.

ELECCION (0O): La expresion EO F representa la eleccion entre dos procesos.
Por ejemplo,
({a}; {b,c})O{d}
representa a un proceso que primero puede hacer el movimiento {a}, seguido de un

movimiento {b, ¢} y acabar; o bien, un solo movimiento {d} y terminar.

RENOMBRAMIENTO ([f]): El proceso E[f] puede realizar todos los movimientos

que podia hacer E, pero renombrados por la funcion f.

PARALELO (||): El proceso E||F representa la ejecucion independiente de los dos

procesos en paralelo, pudiéndose ejecutar sus pasos a la vez o entremezclados. Asi,

{a} [I{b}

puede realizar un movimiento {a} seguido de un movimiento {b}, y terminar; o bien,
un movimiento {b} seguido de un movimiento {a}, y terminar; pero también puede
realizar el movimiento que consiste en la ejecucion concurrente de {a} y {b}, para

terminar de inmediato.

SINCRONIZACION (sy): E sya (con a € A) puede realizar los mismos movimien-
tos que puede hacer F, y ademaés los resultantes de la sincronizacién sobre un par
de acciones (a,a). Asi,

({a} [[{a}) sy a
puede realizar todos los movimientos de {a} || {a}, y también un movimiento vacio

(@) que corresponde a la sincronizacion de sus dos movimientos atomicos. De igual
forma,

({a} [ {a, a} [ {a}) sy a
puede realizar los movimientos de {a} || {a,a} || {a}, y ademas una serie de sincro-
nizaciones; por ejemplo, podria hacer un movimiento {a} (que corresponderia a
sincronizar las dos primeras componentes, o la segunda con la tercera) en paralelo
con {a}, o bien un solo movimiento () (que corresponderia a sincronizar las tres

componentes).
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RESTRICCION (7s): Dado a € A, E rsa representa un proceso que puede eje-
cutar los movimientos de FE, siempre y cuando en el alfabeto de la multiaccion

correspondiente no aparezca a ni a. Por ejemplo,

({a} [1{b}) rsb

puede hacer un movimiento {a}, pero no puede hacer un movimiento {b}, ni termi-

nar.

SCOPING ([a : ]): La expresion [a : FE] es una expresion derivada que se define

como sigue:

[a : E]=(Fsya)rsa

Se utiliza para obligar a sincronizar, y se emplea asiduamente en el modelado de

sistemas concurrentes.

ITERACION ([*x]): La expresion [E; x Fy x E3] representa un proceso que
empieza con la ejecucion (una sola vez) de la expresion Ej, seguida de un nimero
arbitrario de veces (en particular puede que ninguna) de Es, para terminar con la
ejecucion (una sola vez) de Ej, para ya asi concluir el proceso. De nuevo, resulta

muy util, en este caso para modelar sistemas concurrentes con conductas repetitivas.

RECURSION (X): X es la variable utilizada en la recursion; aparecera en la
parte izquierda de la ecuacién, asi como en la parte derecha, en posiciones donde se
permitiese una multiaccion. Con la recursion se permiten comportamientos infinitos,
por ejemplo:

X ={a} X

define un proceso que puede realizar infinitos movimientos {a}, y no terminaria

nunca. En cambio, el proceso:

X ={a}|| X

admite una secuencia finita o infinita de un nimero finito de movimientos {a} con-

currentes, y tampoco terminaria nunca.

La recursion de PBC [BDE93, BDKO01b| requiere un tratamiento especial, bas-
tante sofisticado, que queda fuera del alcance de esta tesis, por lo que no pasaremos
a estudiar su seméntica operacional ni denotacional. Sin embargo, es uno de los

objetivos a abordar como trabajo futuro, para extender sSPBC con este operador.
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Expresiones Dindmicas

La seméantica operacional de PBC se define a partir de las expresiones dindmicas,
las cuales se derivan de las expresiones estiticas, anadiendo en ellas barrados y
sub-barrados que indicaran las componentes activas, es decir, el estado actual del

sistema, y corresponderan a redes de Petri marcadas.

De esta forma, las expresiones dindmicas de PBC (sin considerar el operador de

recursion) son las definidas de acuerdo a la notacion BNF siguiente:

G:= E|E|G;E|E;G|GOE | EOG |G[f] | G||G|Gsya
Grsa|la :G]||G * Ex E||[E x G * E]|[F * E * G

donde E representa el estado inicial de F, en el que todavia no se ha ejecutado ningtin
movimiento, pudiendo empezar a ejecutarlos a partir de ahora; mientras que E
representa el estado final de E, que ya habra terminado de ejecutar sus multiacciones
y no puede realizar mas movimientos. Obsérvese que en el caso del operador de
secuencia s6lo una de las componentes puede ser dindmica, al igual que sucede con
el operador de eleccidon, mientras que para el paralelo, ambas componentes tienen

que ser dinamicas.

Semantica Operacional

En primer lugar se introducen las transiciones de inaccion, las cuales nos permiten
establecer las componentes activas de una expresion dindmica. Estas se pueden
aplicar las veces que sea preciso, para finalmente proporcionar expresiones dindmicas
en las cuales queda perfectamente especificado (con los barrados) qué multiacciones

se pueden realizar. Las reglas de inaccién tienen el formato:
L a
Por ejemplo, una regla de inaccién para el operador secuencia es:
E,F LN E,F

la cual indica que para realizar una secuencia, hay que empezar realizando la primera

de las componentes. Otra regla de inacciéon para la secuencia es:

EF- Y BT
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la cual indica ahora que cuando ya ha terminado la primera de las componentes,
puede empezar a ejecutarse la segunda. Nos quedaria una tltima regla de inaccion

para la secuencia:

EF- Y pF

que indica que si la segunda componente ha terminado, entonces el proceso completo

también.

El conjunto completo de reglas de inaccion puede encontrarse en las tablas 2.2 y 2.3.

EF-LEF EF Y ETF

EF- Y EF

EOF L EOF BEOF L EOF

gor Y por egor L por

E[F < E|F B|F % B|F

Ef] - Bl E[f) - Blf]

Esyai)Esya EsyaLEsya

mLErsa ErsaLErsa
mL[E*F*E’] [E*F*E’]L[E*F*E']
[E*E*E’]L[E*F*ﬁ] [E*E*E’]L[E*F*E']

Tabla 2.2: Reglas de inaccion (I) de PBC

A partir de las reglas de inaccion, y considerando también las transiciones en
sentido inverso, se define la relacion de equivalencia estructural entre las expresiones
dindmicas:

_ 0 0\«
==y (— U<+—)

Como es habitual, denotaremos por [G]= a la clase de equivalencia que contiene a G.
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Vope {;,0}, G- ¢ Vope{;,0},G -5 ¢
op(G, E) L op(G',E) op(E, Q) L op(E,G")
a Lo G, % @l
G1]|G2 -5 G} ||Ga el [[e e le:A
VopE{sy,rs},GLG' a o
0p(G.a) 5 op(G',a) Glf] -5 Gl
ey, ey
[G*F*E']L[G'*F*E’] [E*G*E']L[E*G'*E’]
%o
[ExF+G] % [ExFxG']

Tabla 2.3: Reglas de inaccion (II) de PBC

La semantica operacional que se define tiene la propiedad de que dadas dos ex-
presiones dinamicas estructuralmente equivalentes, éstas pueden realizar los mismos

pasos, por lo que deberédn tener mas tarde la misma red de Petri marcada asociada.

Ademas de las reglas de inaccion, se define una semantica de secuencia de pasos

al estilo de [Plo81|, de acuerdo al siguiente formato:
G 5 G', donde v € B(L) ,
que se interpreta de la forma siguiente:

La expresion dinamica G se transforma mediante el paso v, es decir ejecutando
simultdnea y concurrentemente todas las multiacciones que aparecen en v, en la

expresion dindmica G’.

Las reglas de transicion de la seméantica operacional son las mostradas en la tabla

2.4, donde el simbolo + denota la unién de multiconjuntos.

Definicién 2.13 Siendo G y H expresiones dinamicas tales que

G=G56,=G0 2 ... G1=G_| I H=H, conn>0

n—1

diremos que H es una expresion dindmica derivada de G.
Denotaremos por [G), y lo llamaremos alcance de G, al conjunto de todas las

expresiones dindmicas derivadas de G. O
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AR aﬂg
PAR G Lo HSH
G|H =5 6| H
CL G5 a
Gor L g'oF
CR H-2 "
EOH & EoH’
SL GG
G.F- L6 F
SR H-2 "
B H 2 B H
SY1 G5 a
GsyaLG'sya
Sy G sya CHOHEHORT o)
Gsyot{mﬁ+F G sya
G5
RR i o
G[f] — G'[f]
G- a )
RS = Va el : a,a ¢ Ala)
Grsa— G'rsa
IT1 el
[G*F*E]L)[G'*F*E]
T2 G5 a
[E+G+«E]-S[ExG «E
T3 el
[E+F+«G]—>[E*F sG]

Tabla 2.4:

Reglas de transicion de la semantica operacional de PBC
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Definicion 2.14 Dada una expresion dindmica G, definimos el (multi)sistema de

transiciones asociado a G, como ts(G) = (V, A, vg), donde:
e V={[H]z| H€[G)} es el conjunto de estados,
e vy = [G]= es el estado inicial,

e A={ ([H=,v,[J]2) | He [G) A H -5 J | es el multiconjunto de

transiciones 6 arcos. 0
A continuacion recordaremos la definiciéon de sistemas de transiciones isomorfos.

Definicion 2.15 Dados dos sistemas de transiciones (V! Al v}) y (V2, A2 }),

diremos que son isomorfos si existe una biyeccion h : V! — V2 tal que

o h(v)) =0}

o Vo,w e V' yle B(L) se tiene que A'(v,l,w) = A*(h(v),l, h(w)). O
Sin embargo, la simple nociéon de isomorfia entre los correspondientes sistemas de
transiciones a partir de expresiones iniciales, no es suficiente para obtener una con-

gruencia sobre el conjunto de expresiones estaticas, como se muestra en el ejemplo

siguiente.

Ejemplo 2.3 Sean las expresiones estaticas:

Ey={a} F ={a};{b}rsb

Los sistemas de transiciones ts(F)) y ts(F}) se muestran en la figura 2.2.

ts(E):C {{a}} @ ts(ﬁ)zc {{a}} @

Figura 2.2: ts(E) y ts(Fy)

Obviamente, ambos sistemas son isomorfos, pero si consideramos
Ey = Ei;{c} Fy=F;{c}
tenemos que sus sistemas de transiciones son los mostrados en la figura 2.3,

y es evidente que ts(Fy) y ts(F5) no son isomorfos.
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o -E @B wm-E @)

Figura 2.3: ts(Ey) y ts(Fy)

Para resolver este problema se necesita distinguir entre expresiones dinamicas que
alcanzan su estado final (como E; en la figura 2.2), y aquéllas que nunca lo alcanzan
(como F; en la figura 2.2). Esto se puede conseguir extendiendo el sistema de

transiciones con las dos nuevas transiciones mostradas en la tabla 2.5.

(Skp) E™
(Rdo) g E

Tabla 2.5: Reglas Skp y Rdo de PBC

Definicién 2.16 Sea E una expresion estatica, definimos un nuevo sistema de tran-

siciones tso(E) = (V, A, vg), en la forma:

b V:{[H]E|H€[E>}U{[ﬂ]z}

o vy =[E]=

o A={ ([H=.,7.[J=)|He[G) N H " |} U
{ ([E]=, {skip}, [E]=), ([E]=, {redo}, [E]=) }

Definicién 2.17 Dadas dos expresiones estaticas Fq y Fs, con

tso(Ey) = (VF, AP o)

tsy(Ey) = (VE2 APz o[?)
diremos que son ts-isomorfas, y escribiremos E; = Fs, si existe una funcion biyec-
tiva:

h: VR U{[Bl=} = VP U{[B=}
tal que:

o h(vg") =vy”,

o VoIt W € VI se tiene que AT (v, 1 w!) = AR (R(v"), 1 h(w™))
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Ejemplo 2.4 Consideremos de nuevo las expresiones estaticas del ejemplo 2.3:

E,={a}, Fi=A{a};{b}rsh

Se tiene que E; 2 F}, como se puede apreciar en la figura 2.4, donde se presentan
tsy(Er) y tso(F1).

{skip} {skip}
_ {{a}) ; _ {{a}} .
52 () :@g\ . @—@ @
S
{redo} {redo}

Figura 2.4: tsy(Ey) y tsy(Fy)

Ejemplo 2.5 Consideremos ahora

Es = {a}|{a}
Fy = ({a}; {a})B ({a}; {a})

En la figura 2.5 se muestran tsy(E3) y tso(F3), pudiéndose apreciar claramente que
Es & Fy.

{skip}

4 N
S\\“\\ {{d}}

_ {{a},{a}}
t50(T7) :( (Es b5 (F5) =

Fs )7
- J

{redo}

Figura 2.5: tso(E3) v tsa(F3)

&/
|

Para la nocién de equivalencia 22 se tienen las siguientes propiedades.

Proposicion 2.1 Sean E, F, E' expresiones estaticas cualesquiera, para todo a,b €

A, se tiene:

() Bl F =F[E

(i) E(F[E") = (E[F)[E
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(iii) FOF 2 FOE

(iv) EO(FOF') % (EOF)OF

(v) E; (F; E') = (E; F); F

(vi) Esyasyb = Esybsya

(vii) Esyasya = Esya

(viii) Esya = Fsya

(ix) (E; F)sya = (Esya); (Fsya)

(x) (EOF)sya = (Esya)D(Fsya)

(xi) (El[F)sya = ((Esya)|(Fsya))sya
(xii) Ersarsb = Ersbrsa

(xiii) Ersarsa = Ersa

(xiv) Ersa = Ersa

(xv) (E; F)rsa = (Ersa); (Frsa)
(xvi) (EOF)rsa = (Ersa)0(Frsa)
(xvii) (E|F)rsa = (Ersa)||(Frsa)
(xviii) Sia & {b,b} = (Esya)rsb = (Ersb)sya
(xix) (Ersa)[f] = (E[f])rs f(a)

(xx) [a:[b: E]] =[b:[a: E]]

(xxi) [a : [a: F]] 2 |a: F]

(xxii) [a : F] = [a : F]

(xxiii) [a : (E; F)] =2 [a: El;[a: F]
(xxiv) [a : (EOF)] & [a: F]O[a : F]
(xxv) Sia¢ {bb} = [a: Elrsb=[a: (Ersb)]

(xxvi) [a : E][f] = [f(a) : E[f]]
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(xxvii) Sia ¢ {b,b} = [a: E]syb = [a: (Esyb)]

(xxviii) E[f]lg] = Elgo f]

(xxix) E[id] = E

(xxx) (E; F)[f] = (E[f]): (F[f])

(exxd) (B[ F)If] = (E[f]) I (F[f])

(xxxii) (EOF)[f] = (E[f])D(F[f])

(xxxiii) (Esya)l[f] = E[f]sy(f(a))

(xxxiv) [E + F « E'|sya = [Esya  Fsya * E'sya]
(xxxv) [E * F « E'lrsa = [Ersa * Frsa * E'rsa]

(xxxvi) [a: [E*x Fx FE']] 2 [[a: E]l*[a: F]x*[a: FE]]

A continuacién, se define la nocién de expresiones fuertemente equivalentes, la cual

estd inspirada en el concepto de bisimulacion fuerte.

Definicién 2.18 Dadas dos expresiones estaticas Fq y Fs, con

tsy(Ey) = (VEr, AP ol
tso(Bp) = (VE2, AP o?)

diremos que son fuertemente equivalentes, y escribiremos F; ~ Fj5, si existe una

relacion SB C VE1 x V2 que diremos es una bisimulacion fuerte, tal que:

o (v, vf?) e SB

o Si (vP' vP2) € SB entonces

— (P, LwP) € AP = Juwt2 e VB tal que (v2, 1 w®?) € A2 A
(wP, wP?) € SB.
(’UEZ,Z,’UJEZ) € A2 = JuwP € VP tal que (vP1, L, w") € AFT A
(w, w™?) € SB.

O
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Ejemplo 2.6 Consideremos las expresiones estaticas

Ey = ({a};{0})B({a}; {c})

Fy = {a}; ({b}0{c})
Sus correspondientes sistemas de transiciones, tsy(Ey) v ts2(Fy) son los mostrados
en la figura 2.6. Considerando ahora G, Gy € [E,) y H; € [F}), dados por

Gy = ({a}; PHO({a}i {e})

G2 = ({a}; {b})B({a}; {c})

H, = {a}; ({b}0{c})
tenemos que:

SB = {(E’ E)’ (Gla Hl)’ (G2a Hl)a (&a Q)}
es una bisimulacion fuerte, de modo que F, ~ Fj.

{skip} {skip}

4 )

{redo} {redo}

Figura 2.6: tsy(Ey) v tso(Fy)

O

Proposicién 2.2 Dadas dos expresiones estaticas cualesquiera, Fy y Fy, si E] =2 E,

entonces E| ~ Ey O

(&)

Observemos que aunque se tiene aOa = «a, en general no se cumple FOE =2 E|

aunque si se cumple que FOF ~ F.

Otra propiedad interesante es la siguiente:

[E « F x E'| = (E;X), donde X =4 E'O(F;X)

Semantica Denotacional

Los objetos seméanticos que asociaremos a toda expresion se denominan cajas, las
cuales se definen como clases de redes de Petri etiquetadas con unas ciertas propie-
dades. En primer lugar definimos lo que en este contexto se entiende por red de

Petri etiquetada.
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Definicion 2.19 Una red de Petri etiquetada es una tupla ¥ = (S, T, W, \), donde
(S,T,W) es una red de Petri (SNT =0, W: (SxT)U(T xS) —IN )y \es una
funcion sobre S UT tal que:

- Ny 1S = {ei,x}
- AT = B(L) x L

Los lugares s tales que A(s) = e se llaman lugares de entrada, y el conjunto de los
mismos se denotard por °X: °Y = {s € S : A(s) =e}. A los lugares s tales
que A(s) = x les llamaremos lugares de salida, y al conjunto de lugares de salida lo
denotaremos por X°: ¥° ={s €S : As) =z }. Al resto de lugares los llamaremos
internos. Finalmente, si para t € T, A(t) = p; € B(L) x L, se conocera como
funcion de reetiquetado. Entonces, si (I',a) € py, el significado intuitivo es que si
tomamos un conjunto finito de transiciones cuyas etiquetas forman I', el resultado
sera una transicion con etiqueta visible ae. Algunos casos particulares que nos seran

de utilidad posteriormente son:

e pia = {({a},a)|a e L} (reetiquetado identidad).

Su significado intuitivo es que no se hace nada, dejando las cosas como estaban.

e po ={({B8},a)|B € L} (reetiquetado constante).
A todo elemento de L le corresponde la constante «. Se puede representar
mediante el simple valor a.

o o5 ={({a}, f(a))|a € L} (reetiquetado de renombramiento).

Modifica la etiqueta de todas las transiciones aplicando la funcion f.

e po={({a},a)|a e L'} (reetiquetado de proyeccion, L C L)
Solo conserva los elementos de £’. Un caso particular de proyeccion se da para
la restriccion.

® prsa = pr con L' = B(A\{a,a}) (reetiquetado de restriccion)
Solo conserva las transiciones que no contienen a ni a.

® psya (reetiquetado de sincronizacion) es la menor funcion de reetiquetado que

contiene a p;q y tal que si (I', a+{a}) € psya v (A, +{a}) € psy, entonces
(C+Aa+f) € psya
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o po=1{(la) €pya | ala)=0=a(a)} (reetiquetado de scoping).
Primero hace la sincronizacion, y después se eliminan aquellas transiciones que

contengan a 0 a. O

Definicién 2.20 Una caja de Petri es una red de Petri ordinaria etiquetada
Y. = (S, T,W,\) que cumple:

(o) Vt € T, *t # () # t* (a todos los lugares llegan arcos, y de todos los lugares

salen arcos).
(i) °X # 0 (tiene al menos un lugar de entrada).
(ii) X° # () (tiene al menos un lugar de salida).
(iii) Vs € °X, Vt € T, W(t,s) = 0 (a los lugares de entrada no llegan arcos).
(iv) Vs e X°, Vt € T, W(s,t) = 0 (de los lugares de salida no salen arcos).

(v) Vte T, *tnt* =0 (no hay arcos de ida y vuelta). O

Nos interesaran dos tipos particulares de cajas: las cajas planas y las cajas ope-
rador. Las cajas planas van a ser los objetos semanticos bésicos, mientras que las
cajas operador son las encargadas de combinarlas entre si, obteniendo otras planas,
correspondientes a la traduccién de expresiones mas complejas. La idea es que dada
una caja operador €2 y una tupla de cajas planas ¥ (con tantos elementos como
transiciones tenga €2) se obtendra una nueva caja plana, refinando cada transicion
de €2 con su caja correspondiente de ¥. En nuestro contexto de PBC, las definiciones

de estos dos tipos de cajas serian las siguientes.

Definicién 2.21 Una caja plana es una caja en la que cada transicion tiene asociada

una funcion de reetiquetado constante. O

Definicién 2.22 Una caja operador es una caja en la que cada transicidén tiene

asociada una funcion de reetiquetado distinta de la constante. O

A continuacién se describe el mecanismo general que nos permite asociar a cada
expresion estatica una red, combinando los procesos de refinamiento y reetiquetado.
Se va a realizar en dos fases: en la primera se realiza el cambio de interfaz (por

medio de la funciéon de reetiquetado), y en la segunda se procede al refinamiento.
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Definicion 2.23 Sea Q2 = (S, T, W, A) una caja operador, la operacion de composi-
cion que especifica €2 se aplica sobre cualquier conjunto de cajas planas indexadas
por las transiciones de 2, ¥ = {X, | v € T}, donde X, = (S,, T, Wy, \y), Vv € T.

Se realiza en dos fases:

Fase 1 (cambio de interfaz, reetiquetacién) : Sea v; € T, con A(v1) = p,,.
Entonces la funcién de reetiquetado p,, se aplica a ¥;, obteniéndose una ca-
ja intermedia ©Oq; en ella apareceran nuevas transiciones correspondientes a
las nuevas etiquetas, con las conectivas heredadas de las transiciones que las
originaron. Se repetird este mismo procedimiento con todas las transiciones

v €T.

Fase 2 (Refinamiento) : Para v; € T, se realiza el refinamiento por ©; de la

forma siguiente:
Q[Ul — @1] = (Q L @1) D (.Ul (034 061, ll) D (UI X @;, l2) @(.’Ul U 061) ) (UI U @cl))

donde LI representa la union de redes de Petri (lugares y transiciones, con sus
respectivas etiquetas y conectivas), @ la adicion de lugares a la red (con sus
correspondientes arcos), ® el producto cartesiano de lugares, l; es la funcion
de etiquetado que aplica la etiqueta (lugar de entrada, salida o interno) que
tenia *vy, [y es la funcion de etiquetado que aplica la etiqueta (lugar de en-
trada, salida o interno) que tenia v}, y © la eliminacion de lugares (con sus

correspondientes arcos).

Se repite este procedimiento para todos los restantes v; € T. O

Puede comprobarse que el refinamiento es independiente del orden en que se
elijan las transiciones a refinar de €2, lo que equivale a realizar todos los refinamientos

al tiempo.

Como era de esperar, se tiene la siguiente propiedad:
Proposiciéon 2.3 La red opg(X) es una caja plana. O
A continuacioén, ilustraremos con un ejemplo las dos fases.

Ejemplo 2.7 Sean Q y ¥ = (X1,%,) las redes mostradas en la figura 2.7, donde
p1=piay p2 = pia U{({a, 0}, )}



2.1 Modelos formales de concurrencia 37
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Figura 2.7: Definicién de Q y X
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Para obtener opg (X)) se procede de la forma siguiente :

Fase 1: Se aplica p; a X1 y py a Yo, obteniéndose ©; y O, respectivamente, (ver
figura 2.8).

s SR
® ® S

Figura 2.8: Ejemplo de op,(X). Fase 1: obtencion de ©; y O,

Fase 2: Se refina t; por ©; (figura 2.9).

[§

ta
b ® 7]
)/69

Figura 2.9: Ejemplo de opo(X). Fase 2: Q[t; < ©1] =

y luego se refina t5 por O, (figura 2.10), obteniéndose asi el resultado final opg(%).

O
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Figura 2.10: Ejemplo de opo(X). Fase 2: [ty < Os] = 0po(X)

Considerando las cajas operador que aparecen en las figuras 2.11 y 2.12, la se-
méantica denotacional se define formalmente mediante el homomorfismo Boz, que

asocia a cada expresion estatica una caja plana:

Boz(a) = N,
Boz(op(En,. .., E,)) = Qup(Boz(Ey), ..., Box(E,))

1 3
v
[

[Pal——@®

*
*

Ufs s

Figura 2.12: caja operador (no segura) para [ x| de PBC
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Para el caso de la iteracion se dispone de dos opciones [BDKO01b| al determinar
la caja operador. Una de ellas proporciona siempre cajas 1-seguras (ver figura 2.13),
pero su caja operador tiene seis transiciones. La otra opcion de caja operador es una
version mas simple, con tres transiciones (figura 2.12), pero tiene el inconveniente de
que se pueden generar redes de Petri 2-seguras, aunque esto s6lo es posible cuando en
el cuerpo de la iteracién aparece un comportamiento paralelo al mas alto nivel. En
nuestro modelo (sPBC) impondremos (por otras razones) una restriccion sintactica,
como consecuencia de la cual ese caso no se podra dar, por lo que optaremos por
considerar la version més simple. Sin embargo, esta caja operador contiene transi-
ciones con condiciones laterales (arcos de ida y vuelta), por lo cual eliminaremos la
restriccion *¢Nt¢* = ) introducida en la definicion de caja, que originalmente si apa-
rece cuando se considera la version 1-segura de la iteracion, y que so6lo se introduce
a la hora de definir las caja operador en general, con la intencién de simplificar el
modelo [BK95].

10
Ulxx]

Pid

Figura 2.13: caja operador (segura) para [ %] de PBC

Asimismo, tomamos M, como marcado inicial para la caja plana asi generada,
proporcionando siempre cajas planas seguras y limpias (una caja 3 segura es limpia
si todos los marcados alcanzables en (X, M,) que satisfacen ¥° C M 6 °X C M,

entonces ¥.° = M 6 °X C M, respectivamente).

A continuacion, mostramos que para toda expresion estatica F, la seméntica
operacional de E' y la semantica de la correspondiente caja plana son isomorfas. La

interpretacion de la evolucion de la red de Petri es bajo concurrencia real.

Teorema 2.1 Para toda expresion estatica E de PBC, el sistema de transiciones
ts(E) de E, y el grafo de accesibilidad de la red de Petri marcada (Box(E), M,) son

isomorfos. O
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Ejemplo 2.8 Para F5 = ({a}|[{a,a}||{a}) sy a la caja plana asociada es la descrita
en la figura 2.14.

Figura 2.14: caja plana de Fjs

2.2 Evaluacion de Prestaciones

Como ya hemos visto, con el analisis cualitativo o validacién de propiedades 16gi-
cas de un sistema concurrente, podremos responder a preguntas sobre correccion,
ausencia de bloqueos, vivacidad, etc. Con la evaluacion de prestaciones [Jai9l| pre-
tendemos responder a preguntas del estilo: ;como de rapido se realizan las tareas?,
icon qué aprovechamiento se utilizan los recursos?, ;jcon qué probabilidad puede
fallar un sistema?, ;cuanto tiempo tarda en fallar?, etc. Estas cuestiones de ti-
po cuantitativo se concretan en el célculo de ciertos indices de rendimiento (o de
prestaciones), que son descriptores cuantificables usados para representar algin as-
pecto del rendimiento del sistema, que permiten representar medidas de eficiencia,
de utilizacion, de fiabilidad, de disponibilidad, etc.

En el marco de esta tesis, nos interesan las técnicas basadas en modelos, en los
que se maneja una vision abstracta y simplificada del sistema real a estudiar. Un
clasico de la teoria de colas con aplicaciones a los sistemas informaticos se puede
encontrar en [Kle75, Kle76]. Mas en particular, nos interesan los formalismos mate-
maticos orientados a la evaluacion de prestaciones, junto con el anélisis cualitativo.
Nos basaremos en las extensiones estocasticas de las redes de Petri (redes de Petri
estocasticas, [AMBCT95]) y de las algebras de procesos (algebras de procesos esto-

césticas, [HHKO02|). En ambos se puede recurrir a su Cadena de Markov de Tiempo
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Continuo (CTMC, Continuous Time Markovian Chain [Cin75]) asociada a la evolu-
cion del modelo para el estudio de prestaciones. En [Hav98| podemos encontrar una
descripcion de la panoramica actual de las técnicas disponibles para la evaluacion

de prestaciones de los sistemas concurrentes.

A continuacién, pasamos a introducir los formalismos mateméaticos que utiliza-
remos a lo largo de esta tesis: las cadenas de Markov, las redes de Petri estocésticas

y las algebras de procesos estocésticas.

2.2.1 Cadenas de Markov de Tiempo Continuo (CTMC)

Un proceso estocdstico [Ros83] es un conjunto de variables aleatorias {X (¢), t € T'}
donde T' es un conjunto indice que suele representar el tiempo. El espacio de estados
del proceso es el conjunto de todos los posibles valores que las variables aleatorias

X (t) pueden tomar.

Un proceso markoviano es un proceso estocastico en el que el conjunto de las
variables aleatorias { X (¢)} tiene la propiedad markoviana, también conocida como
pérdida de memoria: dado un valor X (t) con t € T, los valores futuros X (s), con
s >t no dependen de la historia pasada, o dicho de otra forma, la probabilidad de
que un evento futuro ocurra, dado cualquier evento pasado y el estado presente, es
independiente del evento pasado y s6lo depende del estado actual. Asi, en el caso de
que el espacio de estados sea discreto y el tiempo continuo, se conoce como Cadena
de Markov de Tiempo Continuo (CTMC, Continuous Time Markovian Chain).

Definicion 2.24 El proceso estocastico {X(¢)} es una CTMC si para cualquier

secuencia ty, 1o, ..., 1,11 tal que ¢ty <ty < ... < 1,41 se tiene:

PT‘{X(tn+1) == ] |X(t1) == il,X(tz) = ’iz, e ,X(tn) == Zn} =
Pr{X(tnsr) = | X (tn) = in} .

De esta forma el tiempo de estancia en los estados no tiene memoria (bastaria
con considerar en la definicién anterior iy = iy = ... = i,,), y la tnica funcion de
probabilidad continua que satisface esta propiedad es la ezponencial (negativa). Por

tanto, el tiempo de permanencia en los estados sigue una distribucién exponencial.

La funcion de distribucién de una exponencial negativa viene caracterizada por

su razon (o parametro) r, y es de la forma:

Flz)=1—e™ con x>0
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La esperanza matematica de una distribucion exponencial de parametro r es 1/r.
Ademés de la propiedad enunciada de pérdida de memoria de la distribucién ex-
ponencial, también cumple que si X; y X, son dos variables aleatorias indepen-
dientes distribuidas exponencialmente, de parametros r; y ro, respectivamente, la
distribucién que sigue la variable aleatoria definida como el minimo de ambas,
Y = min{X;, X3}, es también una distribucién exponencial, en este caso de pa-

rametro rq + ro.

Una CTMC se puede caracterizar a través de su diagrama de transicion de es-

tados, o también a partir de su matriz generadora infinitesimal.

El diagrama de transicion de estados es un grafo dirigido etiquetado, cuyos nodos
son los estados de la CTMC, y cada arco se etiqueta con la razon de la distribucion
exponencial asociada con la transicién que hace moverse de un estado a otro (velo-
cidad o razon de transicion de estados). Cada transicion estd gobernada por una

distribucién exponencial.

La matriz generadora infinitesimal Q es una matriz cuadrada, cuyos elementos,
fuera de la diagonal principal, son las razones de la distribucion exponencial asociada
con la transicién de un estado a otro. Los elementos de la diagonal principal son

aquellos que hacen que la suma de cada fila sea 0.

Si denotamos por I1;(¢) a la probabilidad de que estemos en el estado i en el instante
de tiempo t,
I;(t) = Pr{X(t) =i}

estas probabilidades se podrian calcular a partir del sistema de ecuaciones diferen-

ciales:
I'(t) = I(t)Q, conocido II(0)

donde II(t) = (TTo(¢), IT;(¢), a(t), )

Normalmente nos interesa estudiar lo que ocurre en el estado de equilibrio, por

lo cual definimos:

t—o0
Bajo ciertas condiciones (ergodicidad), estas probabilidades existen y son tnicas.

Para su célculo bastaria con resolver el sistema de ecuaciones lineales:

Q=0
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donde II = (IIy, ITy, Iy, - - -)

En [Ste94| pueden encontrarse las técnicas que permiten resolver numéricamente

las cadenas de Markov de tiempo continuo.

También estamos interesados en el concepto de lumpabilidad |KS60|. La idea
es definir una relacion de equivalencia sobre el espacio de estados de la CTMC, la
cual proporcionara una particion sobre dicho espacio. Llamaremos proceso agregado
a aquel constituido por los macroestados (clases de equivalencia), de forma que si
el espacio de estados original era {X;, Xs,..., X}, ahora el espacio de estados del
proceso agregado seria {Xpj, X, ..., Xn1}, con N < n (idealmente, N < n). Si
las razones de transicion del proceso original venian dadas por ¢(X;, X}), entonces

la razon de un estado a un macroestado se define de la forma siguiente:

o(Xi, X)) = ) (X5, Xy,)
kelj]
Cuando el proceso agregado sigue siendo un proceso de Markov se dice que se tiene

la propiedad de lumpabilidad.

Definicién 2.25 Un proceso de Markov es lumpable con respecto a una particion
X = {X};} si para cada distribucién inicial el proceso agregado es un proceso de
Markov. O

Teorema 2.2 |[KS60] Un proceso de Markov es lumpable con respecto a la particion
X = {Xp;} si y sélamente si VX7, X € &, X;, X; € Xy

q(Xi, Xpp) = q(X;, Xp)

En [Sch84| podemos encontrar una panoramica de las técnicas de agregacion

para cadenas de Markov.

2.2.2 Redes de Petri estocasticas

La incorporacion de aspectos temporales en las redes de Petri se ha realizado de
formas muy diversas. En [Bow96] se puede encontrar un estudio sobre las diferentes
aproximaciones existentes. Uno de los modelos més utilizados es el propuesto por

Merlin [Mer74] en los afios 70, donde a cada transicion se le asocian dos niimeros
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enteros, representando el primero de ellos el primer instante en el que la transicion
puede ser disparada, y el segundo el instante final en el que ésta debe ser disparada.
Estos instantes son relativos al instante en que la transicién comenz6 a estar per-
mitida. El disparo de las transiciones no conlleva tiempo, y en el mismo instante
en que han sido disparadas producen nuevos tokens en los lugares de salida. En
otros modelos la informacion temporal viene dada en los lugares [WDF85], en los
tokens [vdA93], en los arcos [Wal83, dFVMO00], o incluso las restricciones tempora-
les pueden ser intervalos asociados estaticamente a los lugares, transiciones y arcos

[CMS99].

Las primeras referencias de redes de Petri estocasticas se deben a Molloy [Mol81]
y a Florin y Natkin [FN85] en los afios 80. Desde entonces el modelo ha ido ma-
durando dando lugar a miltiples estudios. En la actualidad contamos ademas con
herramientas como el GreatSPN [CFGR95| de la Universidad de Turin, basado en su
modelo GSPN (Generalized Stochastic Petri Nets) [AM89, AMBD98, AMBC*95].
Para hacer la breve introduccion a las redes de Petri estocasticas que sigue nos
hemos basado en [Cam01] y en [Bal01].

Por una red de Petri estocastica entendemos una red de Petri en la que cada
transicion tiene asociada una espera o retraso (delay) de disparo, también conocido
como tiempo de servicio, que esta gobernado por una distribucion exponencial nega-
tiva. Esto significa que desde que una transicion esta activada hasta que se completa
(dispara), pasa un tiempo aleatorio caracterizado por la indicada distribucion ex-
ponencial negativa. Cuando varias transiciones estan activadas a la vez, se aplica
una politica de competencia (race condition): la mas rapida gana la carrera; de esta
forma se acaba con el no determinismo inherente en el modelo bésico de redes de
Petri. Cuando una de las transiciones gana la carrera y se dispara (el disparo no
conlleva tiempo), se debe decidir qué hacer con el trabajo parcialmente realizado
por el resto de transiciones que estaban activadas, que han sido interrumpidas por
el disparo de la ganadora, motivando posiblemente un cambio de marcado. Como
los tiempos de servicio de las transiciones siguen una distribucién exponencial, como
consecuencia de la propiedad de pérdida de memoria de dicha distribucion se hacen

indistinguibles las siguientes politicas:
e remuestreo: reiniciar el trabajo la préoxima vez que la transicion se active,
e memoria de activacion: al dispararse una transicion, la que no ha ganado

continta su trabajo si no ha sido desactivada con la ejecucion de la mencionada

transicion,
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e memoria del pasado: si la transicion deja de estar activada bajo el nuevo
marcado, su trabajo se guarda, y la préoxima vez que se active continuara

donde se quedo.

En resumen, en el caso exponencial, la politica que decide qué hacer con el tra-
bajo interrumpido es irrelevante. Se tendra también que el tiempo de permanencia
en cada marcado sigue una distribuciéon exponencial, cuyo parametro es la suma
de los parametros de las transiciones que estan activadas bajo ese marcado (por
ser el minimo de varias variables aleatorias con distribucion exponencial), y asi el
proceso estocéstico asociado serda una CTMC, lo que convierte a estas redes de Petri
markovianas en un modelo muy adecuado para el estudio de prestaciones. Si con-
sideramos la posibilidad de tener lugares con més de un token, la situaciéon puede
ser mas compleja, pues cuando el lugar de entrada contiene varios tokens, hay que
definir ademaés la politica de servicio, pues se podria dar lugar a transiciones con
grado de activacién mayor que uno, y seria necesario definir el maximo paralelismo
de ejecucion permitido (semdntica de un solo servidor, de maltiples servidores o
de infinitos servidores), y la politica de cola asumida con respecto a los tokens que
residen en el lugar de entrada de una transiciéon. Como nosotros trabajaremos con

redes 1-seguras, no nos sera necesario hacer esas distinciones.

El modelo sobre el que nos hemos apoyado es GSPN (Generalized Stochastic
Petri Net, [AMBC™*95]), donde también aparecen arcos inhibidores y transiciones
inmediatas. De esta forma, en una GSPN aparecen dos tipos de transiciones: tran-
siciones temporizadas con tiempo de servicio exponencial (utilizadas para modelar
esperas aleatorias asociadas a la ejecucion de actividades), y transiciones inme-
diatas, que no llevan ninguna espera asociada (utilizadas para modelar la ejecucion
de acciones logicas, que no conllevan tiempo). De esta forma, las transiciones inme-
diatas permiten introducir una ramificaciéon probabilistica, que es independiente de
las especificaciones del tiempo. Cuando hay activadas a la vez transiciones tempori-
zadas e inmediatas, siempre se disparan primero las inmediatas. También existe la
posibilidad de definir distintos valores de prioridad sobre el conjunto de las transi-
ciones inmediatas. Por consiguiente, en las GSPNs aparecen dos tipos de marcados:
tangibles (donde las unicas transiciones activadas son temporizadas) y fugaces (don-
de hay alguna transicion inmediata activada). Una comparativa entre SPN y GSPN

puede encontrase en [CDF91].

A continuacién, pasamos a definir formalmente el modelo de red de Petri esto-

céstica (markoviana) sobre el que nos hemos apoyado y que, como ya hemos comen-
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tado, corresponde al modelo GSPN sin arcos inhibidores ni transiciones inmediatas,

y donde siempre tendremos redes 1-seguras.

Definicién 2.26 Una red de Petri estocastica es una 4-tupla de la forma
Y= (S,T,W,pn)

donde (S, T, W) es una red de Petri ordinariay p: T — R es la funcion que a cada
transiciéon le asocia un numero real positivo, que corresponde al parametro de la
distribucion exponencial negativa asociada a su tiempo de servicio !. De esta forma

dicho parametro es la inversa del tiempo medio de servicio de la transicion.
([

La regla de disparo es la misma que para el modelo bésico de redes de Petri y,
cuando dos o més transiciones estan activadas se aplica una politica de competencia.
Como utilizamos funciones de probabilidad continua, tendremos que la probabilidad
de que se disparen a la vez dos o mas transiciones es nula, con lo que la interpretacion
de la evolucion de la red corresponde a una semantica de entremezcla. El proceso
estocéstico generado es una CTMC. A partir del grafo de alcanzabilidad de la red de
Petri estocastica se puede generar facilmente el diagrama de transicion de estados
de la CTMC, donde cada marcado alcanzable serd un estado, y cada par de estados
estard unido por un arco etiquetado con las sumas de las razones de las transiciones

que conectaban ambos marcados.

A partir de la CTMC se realiza el andlisis cuantitativo del comportamiento de
la red de Petri estocastica. Nos interesara sobre todo la distribucién en el estado
estacionario II, y el analisis de prestaciones se realizara a través de los indices de
prestaciones. Tales indices pueden expresarse de manera general como funciones de
ganancia definidas sobre los marcados de la red, y a partir de ellas se calcula una
ganancia media usando la distribucion en estado estacionario. Si r(M) representa
una de estas funciones de ganancia, la ganancia media puede calcularse a partir de
la suma ponderada:

R= > r(M)- 10
M;eRS(Mo)
Por ejemplo, para calcular la probabilidad de que se dé una cierta propiedad en

la red de Petri estocastica, se tiene que ver primero qué marcados cumplen esa

'En realidad habria que considerar u(t, M) para cada marcado alcanzable M, pero en nuestro
modelo no es necesario considerar razones dependientes del marcado, por lo que hemos optado por

esta definicién méas simple.
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propiedad (llamaremos A a ese conjunto de marcados). Por consiguiente, la funciéon

de ganancia quedaria de la forma:

1 siMeA
0 en otro caso

M;ERS(Mo) M;eA

Otro ejemplo es el calculo del throughput de una transicién t; (nimero medio de
disparos por unidad de tiempo). Como una transicion solo puede dispararse si esté
activada, la funcién de ganancia es la siguiente, donde hemos considerado como A,

el conjunto de transiciones activadas en el marcado M:

( ) ,U/(tj) si tj € AM
r(M) =
0 en otro caso

por tanto, el throughput de ?; seria:

v= Y M) = Y () T

M;€RS(My) M;EA N

Ejemplo 2.9 Consideremos un sistema simple de multiprocesador de memoria
compartida [AMBCS86], en el cual dos procesos deben acceder ocasionalmente a
la memoria comin compartida. Se asume que los dos procesos tienen igual compor-
tamiento: una secuencia ciclica de actividades locales, seguida de una peticion de
acceso a la memoria compartida, terminando con un acceso a la memoria comin.
Suponemos también que todas esas acciones requieren un tiempo de ejecucion dis-
tribuido exponencialmente. En la figura 2.15 se muestra la red de Petri estocastica
que modela dicha arquitectura, donde consideraremos pu(t;) = r;, i =1,...,6 como
las razones asociadas a cada transicion. El marcado de p; (p2) indica que el primer

(segundo) procesador esta activo.

Un posible comportamiento de la red seria el siguiente: El procesador primero
(segundo) trabaja localmente en un tiempo distribuido exponencialmente de para-
metro r; (r3) y, a continuacion solicita acceder a la memoria comin. Cuando se
dispara t; (t3), el token de p; (p2) pasa a p3 (ps), lo que significa que el primer
(segundo) procesador esta esperando para acceder a la memoria comin. Si p; esté

marcado tendriamos que la memoria comun esté libre y, la peticién de la memoria
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Figura 2.15: Red de Petri que modela un multiprocesador de memoria compartida

comin del primer (segundo) procesador que modela t3 (t4), que sigue una distri-
bucion exponencial de parametro r3 (r4), puede ser atendida. Cuando se dispara
t3 (t4), el token de ps (ps) pasa a ps (ps), lo que significa que el primer (segundo)
procesador esta accediendo a la memoria comin, donde se permanece un tiempo
medio 1/r5 (1/rg). Cuando ese tiempo transcurre, se dispara t5 (tg) y se vuelve al

marcado inicial.

De esta forma, los ciclos de actividad de los dos procesadores se entrelazan,
quedando descritos mediante el grafo de alcanzabilidad de la red mostrado en la
figura 2.16.

Figura 2.16: Grafo de accesibilidad de la red que modela el multiprocesador de

memoria compartida
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donde Mo=pi+p2+pr M =ps+ps+pr
My=pi+ps+pr  M;=ps+ps
My =p1+ps M5 = p3 + ps + pr
Mg = p5 + pa M7 = p3 + pe

Cuando se alcanza el marcado Ms, en el cual los dos procesadores quieren acceder
a la memoria comin, se aplicard una politica de competencia, con lo que la proba-

bilidad de que el primer (segundo) procesador acceda a la memoria comin, esto es,

gane la carrera, es —2— (—".—). Cuando las dos transiciones t3 y t4 estan activadas
’ r3+ry \r3+rs

a la vez, la velocidad con la que el sistema sale del marcado M;y es r3 + ry4, esto es,

permanece en ese marcado un tiempo medio de m%“ Su correspondiente CTMC

es la mostrada en la figura 2.17.

Figura 2.17: CTMC de la red que modela el multiprocesador de memoria compartida

Su matriz generadora infinitesimal es:

—(r1 +179) T T 0 0 0 0
0 —(rg + 73) 0 T3 0 9 0
0 0 —(r1 + 74) 0 T4 T 0
B 5 0 —(rg + r5) 0 0 9 0
B re 0 0 —(r1 4 76) 0 0
0 0 0 —(r3+r4) 73 T4
0 Ts 0 0 0 —r5 0
T 0 0 0 0 0 —rg

Como la red de Petri es limitada y tiene un estado de acogida, la CTMC asociada

es ergodica, y la distribuciéon de estados estacionario se calcularia resolviendo el
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sistema de ecuaciones lineales

(Ho,Hl,...,H7)Q - (0,0,,0)
o+ 11, +...+1, = 1

De esta forma, si se quiere conocer, por ejemplo, la potencia de procesamiento P
del sistema, esto es, el nimero medio de procesadores trabajando localmente (sin
acceder a la memoria comin), considerando A = { My, My, My, M3, M,} la funcion

de ganancia se puede definir como:

r(My) =2, r(My) =r(My) =r(M3) =r(My) =1

y asi:
P =211y + II; + IIy + 113 + II4

2.2.3 Algebras de Procesos estocasticas

La introducciéon de aspectos temporales en las algebras de procesos se ha realizado
de diversas formas, tanto considerando el tiempo continuo (&lgebras con tiempo
real) o discreto. También la ejecucion de las acciones y el paso del tiempo pueden
considerarse juntas o separadas. A finales de los 80 y en los 90 aparecieron las
principales extensiones temporales de las dlgebras de procesos. Algunas de las mas
conocidas son las extensiones de las algebras CSP [RR83, NS91, Sch95, LAFN96|,
CCS [MT90, Yi90, HR91|, ACP [BB93| y LOTOS [QdFML94, LL97|. También
aparecieron las algebras de procesos probabilisticas, en las que la idea consistio en
extender el operador de eleccion incorporando algin tipo de informaciéon proba-
bilistica. Algunos trabajos sobre modelos probabilisticos pueden encontrarse en
[GJS90, vGSSTI0, NdFL95, CFV96, CFVI7| y con elecciones probabilisticas y no
deterministas en [YL92, MMSS96, And99, Caz01, CCFP03]. Pero también tenemos
los modelos que consideran tiempos deterministas y elecciones probabilisticas, como
[Han91].

Maés recientemente, la necesidad de modelar sistemas en los que las acciones con-
llevan retrasos cuya duracion esta definida de un modo probabilistico ha provocado
la aparicion de las dlgebras de procesos estocasticas. En este marco, la primera refe-
rencia que se conoce es la de Gotz, Herzog y Rettelbach en [GHR92|. Considerando
ya que el tiempo de retraso es una variable aleatoria que se rige por una distribu-

cion exponencial negativa, aparecen las algebras de procesos markovianas, conocidas



2.2 Evaluacién de Prestaciones 51

también como algebras de procesos estocésticas (SPA, Stochastic Process Algebra).
Podemos citar TIPP [HR94| (TImed Process and Performance analysis) como con-
tinuacion del primer trabajo; el modelo de Hillston, PEPA [Hil94a| (Performance
Evaluation Process Algebra), sobre el cual nos hemos inspirado principalmente al
desarrollar sPBC; MPA (Markovian Process Algebra) [Buc94| de Bucholz, o mode-
los mas sofisticados como EMPA (Extended Markovian Process Algebra) BGD94]
de Bernardo, o ROSA [PCVCO00] de L. Pelayo. En todos los modelos anteriores la
informacion estocastica esta incluida en las acciones; asi, una expresion de la forma
(a,r); P indica que la probabilidad de ejecutar a antes de que transcurra un tiempo
t se rige por una distribucion de probabilidad exponencial de parametro r (salvo
para MPA, donde cada accion tiene asignado siempre el mismo parametro y r in-
dica las ocurrencias concurrentes de a). Después de ejecutar a el proceso pasa a
comportarse como P. La principal diferencia entre ellas es la forma de considerar
la sincronizacion. En [Hil94b| se estudian y comparan las diferentes alternativas al

respecto.

Existen otros modelos alternativos como [Her02] de Hermanns, donde la infor-
macion estocastica (markoviana) del tiempo viene separada del resto de acciones.
Asi, una expresion de la forma r; P indica que el proceso se retrasa de acuerdo a

una distribucion exponencial de parametro r y luego pasa a comportarse como P.

En todos los casos citados se adopta la politica de competencia (race condition):
en el caso de que sea posible ejecutar varias acciones estocasticas, ganard la carrera
la mas rapida. Para el estudio cuantitativo del proceso generado se puede recurrir

a la CTMC que tendré asociada la evolucion de dicho proceso.

Un estudio teorico sobre los fundamentos de las dlgebras de procesos markovianas
puede encontrarse en [HHK02]. Ultimamente también han comenzado a estudiarse

algebras de procesos no markovianas, como puede verse en [L6p03].

Aunque existen trabajos previos que consideran la traslacion de las algebras de
procesos estocasticas a redes de Petri estocasticas [Rib95, BDG95], e incluso al con-
trario [HRRS01], nuestro punto de partida es distinto, ya que pretendemos obtener
una extension markoviana de PBC, que conserve las principales caracteristicas del
modelo original, teniendo asi multiacciones a un primer nivel y un operador de

sincronizacion independiente del operador paralelo.

A continuacion, presentaremos con un poco mas de detalle el lenguaje PEPA

[Hil96|, que es el mas afin al modelo propuesto en esta tesis. Después se pasara a
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comentar brevemente EMPA [BG98| y TIPP [HR94|.

PEPA

En este algebra de procesos estocastica un sistema se define como un conjunto de
componentes, donde cada componente puede realizar un conjunto de actividades.
Cada actividad a se representa por un par («,r), donde « es el tipo de la actividad
(que corresponde a una sola accion) y r es el parametro de la exponencial negativa
que gobierna su duraciéon. Dicho pardmetro puede quedar sin especificar, denotan-
dose mediante el simbolo T, (r € R* U {T}). También el tipo de accién puede
quedar sin especificar (se considera desconocida o irrelevante), lo que se indica con

el simbolo 7.

La sintaxis de PEPA es la definida a continuacion:

P = (a,r).P|Pl>L<Q|P+Q|P/L|X|A

La interpretacion intuitiva de los operadores es la siguiente:

PREFLJO (.): («,r).P indica que el tipo de accion « se puede ejecutar después
de un retraso (delay) gobernado por una distribucién exponencial de parametro r
(de media 1/r). La componente pasa a comportarse posteriormente como P. Si

a = (a,r), la componente («,r).P puede escribirse como a.P.

ELECCION (-+): La componente P + () representa un sistema que puede com-
portarse como P o como (). P + @ habilita todas las actividades actuales de Py
todas las actividades actuales de (). La primera actividad que se complete permite
distinguir (elegir) una de los componentes de la eleccién. La otra componente es
descartada. La naturaleza continua de las distribuciones de probabilidad asegura
que la probabilidad de que P y ) completen una actividad al mismo tiempo es cero.
El sistema se comportara posteriormente como P’ o (), donde P’ es la componente
que resulta de completar una actividad de P, y @’ es la componente que resulta de

completar una actividad de Q.

COOPERACION ( < ): El operador de cooperacion es en realidad una familia in-
L

dexada de operadores, uno por cada posible conjunto L de tipos de acciones. A L
se le conoce como el conjunto de cooperacion, y define los tipos de acciones sobre

los que los procesos argumento deben sincronizar o cooperar, es decir, determina la



2.2 Evaluacién de Prestaciones 53

interaccion entre componentes. El tipo de accién desconocido no puede aparecer en
L. Todas las actividades de los procesos argumento que no aparecen en el conjunto
de cooperacion L reciben el nombre de individuales, y no se ven afectadas por la
cooperacion. Las actividades que aparecen en L reciben el nombre de compartidas
y s6lo pueden llevarse a cabo cuando estan habilitadas en ambas componentes. Por
lo tanto, una componente puede verse bloqueada hasta que la otra esté preparada
para participar (rendez-vous). De la cooperacion de ambas componentes nace una
nueva actividad compartida, cuyo tipo es el mismo que el de las dos actividades
que sincronizan, y la nueva razon de su correspondiente distribucion exponencial
atiende a un minimo ponderado de sus razones aparentes, que intuitivamente puede
interpretarse como que se espera a la mas lenta. Decimos intuitivamente porque, si
realmente esperdsemos a la mas lenta, tendriamos el maximo de dos variables alea-
torias con distribucion exponencial, que no es una variable aleatoria con distribuciéon

exponencial, con lo que no tendriamos un modelo markoviano.

Si una actividad tiene una razon no especificada en una componente, se dice que
la componente es pasiva con respecto a ese tipo de accion. Esto significa que, aunque
la cooperacion del componente es necesaria para realizar la accion, la componente

no contribuye al trabajo realizado.

OCULTAMIENTO (/): La componente P/L se comporta como P salvo que los
tipos de acciones del conjunto L estan ocultos. Por lo tanto, estos tipos de acciones
se reemplazan por el tipo desconocido 7, lo que puede ser interpretado como un

retraso interno de la componente.

La duracion de una accion no se ve afectada si es ocultada. Sin embargo, una
accion ocultada no puede utilizarse para cooperar con otra componente. En realidad,

el tipo de acciéon 7 no es visible para un observador o componente externo.

VARIABLE (X): Si E es una componente que contiene la variable X, entonces
E[P/X] representa la componente resultado de reemplazar en E cada ocurrencia de

X por la componente P.

CONSTANTE (A 2 P): Una constante es una componente cuyo significado esta
dado mediante una definicion del tipo A = P, que asigna a la constante A el
comportamiento de la componente P. Permite asignar nombres a componentes

(comportamientos).

La seméntica operacional del lenguaje se muestra en la tabla 2.6. En una de las
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reglas relativas al operador de cooperacion aparece el término 7,(FE), que es la razén
aparente del tipo de acciéon « en E; este valor se calcula como la suma de todas
las acciones de tipo a que estan habilitadas en un instante en P. Formalmente, la

definicion seria la siguiente.

Definicién 2.27 La razon aparente de un tipo de acciéon a en una componente P,

denotada por r,(P), se define como:

r  sif=a«
0 sif#a
2. 1o(P+ Q) = 1o(P) + 14(Q)

1. ro((B,7).P) = {

3. 1 (P/D) :{ ro(P)  siadL

0 sia €L
4. ro(P > Q) = { min(rqo(P),re(Q)) S? acl
t ra(P) +7a(Q) siad L

O

PEPA dispone de una herramienta propia: PEPA Workbench [GH94|. En

[PRCO1] puede encontrarse una breve referencia al algebra y a la herramienta.

EMPA

En este algebra de procesos estocéstica se definen varias clases de acciones, segin el

tiempo asignado a las mismas. Asi se tienen:

e Acciones de tiempo exponencial, denotadas por (a,r), donde r es el parametro
de la distribucion exponencial asociada al retraso que sigue la ejecucion de la

accion.

e Acciones inmediatas, denotadas por (a, 00, ), donde [ representa el nivel de
prioridad y w el peso asociado a la misma. Estas acciones se consideran urgen-

tes, en el sentido de que se deben ejecutar tan pronto como estén disponibles.

e Acciones pasivas, denotadas por (a,*). Estas acciones pueden esperar tanto
como sea necesario antes de ejecutarse. Su duracion se fija a través de una

sincronizacion con una accion (a, 00.4,) 0 (a,r).
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Prefijo
(a,r).E 21 B)
Cooperacion

g p

— (¢ L)
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L L
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) (€ L)
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L L
Eleccion
JoRt iy
E+F ) p
Ocultamiento
E" g I
ar (ag L)
E/L BL
Constante

(a,r
Jolel ol (AZ p)

A g

g g

a €L
E/L@E'/L( 4

Tabla 2.6: Semantica operacional de PEPA
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Las elecciones se resuelven de la forma siguiente:

e Si se tiene una eleccién entre acciones exponenciales, se atiende a la politica

de competencia: gana la mas répida.

e Cuando tenemos una eleccién entre acciones inmediatas con distinto nivel de

prioridad, se ejecutard la que tenga asignada un mayor nivel de prioridad.

e Cuando tenemos una eleccién entre acciones inmediatas con el mismo nivel
de prioridad, entonces la elecciéon se resuelve probabilisticamente, teniendo en

cuenta los pesos.
e Si se tiene una eleccion entre acciones pasivas, ésta serda no determinista.

e Para el resto de elecciones, las inmediatas ganan frente a las exponenciales, y

éstas sobre las pasivas.

Los demas operadores son del estilo de PEPA, salvo el operador de sincronizacion.
Para definir la seméntica de dicho operador se impone la condicién de que una de
las dos acciones debe ser pasiva. Asi, se puede sincronizar una pasiva (a,*) con
una inmediata (a, 00;,,), proporcionando (a, 00,4, ); 0 bien, una pasiva (a, *) con una

exponencial (a,r), generando (a, ).

Two Towers [BCSS98]| es la herramienta de este dlgebra de procesos.

TIPP

Este algebra de procesos estocastica es muy similar a PEPA. Asi la sintaxis de TIPP

es la mostrada a continuacion:
P:=0]|(a,r).P|P|1Q|P+Q|X]|A

donde o € Act = Com U {7}, representando Com el conjunto de acciones visibles y
7 la accion no visible; el valor r € R, denota la razon de la distribucién exponencial
asociada con el retraso de la ejecucion de (a,r); L € Com representa el conjunto
de acciones sobre los que se sincronizan Py ) en P|[;Q. En esta sencilla algebra
de procesos, cabe resaltar que dos acciones (a,71) y (a,r2) se pueden sincronizar
originando una nueva accion: (a,r;-rq). De esta forma, aquellas acciones con razon
1 se pueden considerar pasivas. Los demas operadores tienen una interpretaciéon

andloga a la vista en PEPA.
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También se dispone aqui de herramienta propia [HHMSO00].

Al final del capitulo 4, en el apartado 4.4.1, se hace una comparacién entre
nuestra propuesta de sincronizacion y las propuestas ofrecidas por estas algebras de

procesos estocasticas cléasicas.
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Capitulo 3

sPBC finito. Una primera

aproximacion

En este capitulo presentaremos una primera version de sPBC finito. Esta primera
aproximacion se mejorara con una nueva propuesta del operador de sincronizacion,
la cual se estudiara en el capitulo siguiente, y con un nuevo operador, el de itera-
cion, que sera presentado en el capitulo 5. De esta forma, la sintaxis, semantica
operacional y denotacional de nuestro modelo quedan completamente descritas a lo

largo de dichos tres capitulos.

3.1 Sintaxis

En este apartado introduciremos la sintaxis del algebra de procesos estocastica en
el caso finito, esto es, sin iteracion ni recursion. Nos seguiremos refiriendo a ella en

capitulos posteriores.

3.1.1 Notacion

Consideraremos:

e A como un conjunto numerable de nombres de acciones. Ademés, para todo
a € A, existe su conjugado, a € A, verificando a # @ y @ = a, como en CCS

[Mil89]. Utilizaremos las letras a, b, @, ... para denotar los elementos de A.
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e L=B(A), donde B(A) representa el conjunto de multiconjuntos finitos de A.

Si a € L, a(a) indicaré el nimero de veces que aparece a en . Cuando « esté
formado por un sélo elemento a de A, podremos utilizar la notacién simplifi-
cada de modo que en vez de denotar « por {a} lo haremos simplemente por a.
En particular, tendremos que () € £, que se utiliza para especificar la ejecucion
de una multiacciéon que no contiene nombres de acciones visibles. La llamare-
mos multiaccion no observable, o también en la terminologia de CCS, silenciosa

o interna.

El alfabeto de una multiaccion « € L se define como:
Ala) =gey {a € Al a(a) > 0}

Funciones de renombramiento f : 4 — A, que conservan los conjugados:

—

Vae A, f(a) = f(a)

Definimos el conjunto de multiacciones estocasticas como:
SL =4y {<a,r> |a€e L y reR"}

Se permite que una multiaccion o € L tenga razones diferentes en la misma

especificacion.

Definimos el alfabeto de una multiacciéon estocastica como el alfabeto de su

correspondiente multiaccion:
A(<a,r>) =gy Ala)

Esta definicion puede ser facilmente generalizada a los elementos de B (SL):
dada v ={ <ay,ri>,..,<au,r> |} € B(SL), se define el alfabeto de ~

comao.

A(’Y) —def U<ai,ri>€’yA(<aiaTi>)

A continuacién, introducimos algunas operaciones sobre multiacciones:

® Suma

— de multiacciones:

@+ B =g4ef 0, donde 6(a) =4f a(a) + B(a)
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— de multiconjuntos de multiacciones estocdsticas:
{ <oq,m>, ., <ap,r> [+ <Bisi> ..., <Buisn> [} =dey
{ <aq,ri>, ..., <ap, >, <B1,81>,. .., <Bn,$n> |}

e sincronizaciéon

— de multiacciones:
a @y S =def 7, donde:
a(b)+ pB(b) —1 sib=ao6b=a
YB) =aer {
a(b) + B(b) en otro caso
y solo es aplicable si a € A(a) y a € A(f), o viceversa.

— de multiacciones estocdsticas:
<, 1> By <P, re>=ger<a B, B, R>

donde, en esta primera aproximacion, R = min{r;,r2}. En todo caso,

solo es aplicable si a € A(a) y a € A(S), o viceversa.
e renombramiento

— de multiacciones: f(a) =gef Y ,e4(a)f(a)

— de multiconjuntos de multiacciones estocdsticas:
f ({I <1, 71>, <Qp, Tp> I}) —def

{I <f(061),7'1>, ceey <f(an)7rn> I}

El conjunto de operadores de sPBC finito vendra dado por:

op =aes {5505 1 UL U{sya, rsa,[a:]}

3.1.2 s-Expresiones Estaticas

Las s-expresiones estaticas se utilizaran para describir la estructura de un sistema
concurrente, mientras que las s-expresiones dindmicas describiran el estado actual
del sistema. Al igual que en PBC plano, las primeras corresponderan mas tarde a
redes de Petri sin marcar y las segundas a redes de Petri marcadas. Como un siste-

ma evoluciona ejecutando multiacciones, las s-expresiones dindmicas capturaran sus
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cambios de estados por medio de los barrados y sub-barrados sobre las s-expresiones

estaticas.

Las s-expresiones estdticas de sPBC finito son aquéllas definidas por medio de

la siguiente notacion BNF:
E:=<a,r> |E;E|EQOFE |E||E|E[f]|Esya|Ersalla:E]
donde [a : E] = (E sya) rsa.

La tnica novedad con respecto a PBC plano es que se utiliza un tipo diferente
de expresion constante < «,r >, que llamaremos multiaccion estocastica (basica),
donde o € L (esto es, a es una multiaccion de PBC), y 7 € R". La ejecucion de
<a,r> representa la ejecucion simultanea de todas las acciones de «, después de

un retraso (delay) que sigue una distribucion exponencial negativa con parametro r.

Para denotar las s-expresiones estaticas utilizaremos las letras: FE, F, F;, ...
Como ya hemos comentado, las s-expresiones estaticas describen las caracteristicas
estructurales de los sistemas concurrentes. Su seméantica operacional se define utili-

zando s-expresiones dinamicas, las cuales se definen a continuacion.

3.1.3 s-Expresiones Dinamicas

La seméntica operacional de sPBC se define por medio de las s-expresiones dina-
micas, las cuales se derivan de las s-expresiones estaticas, anotando las mismas con
barrados y sub-barrados, para indicar las componentes activas. Asi, las s-expresiones
dindmicas de sPBC finito son aquéllas definidas por medio de la siguiente notacion
BNEF:

G:= E|E|G;F|E;G|GOE|FOG|G|G|G[f]|Gsya|Grsalla:G]

La interpretacion informal es exactamente la misma que en PBC:

e F indicaréd que la s-expresion estatica E acaba de ser activada y puede comen-

zar a ejecutar sus multiacciones estocasticas. Representa el estado inicial de
E.

e F indicara que la s-expresion estatica E ha ejecutado todas las multiacciones

estocasticas que le correspondian, de modo que no puede ejecutar méas mul-
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tiacciones estocasticas. La llamaremos final y representara un posible estado
final de E.

e [a:G]=(Gsya)rsa .

Para denotar las s-expresiones dindmicas utilizaremos las letras: G, H, G;, ..., y el

conjunto de s-expresiones dinamicas lo llamaremos DynFExpr.

3.2 Semantica Operacional

La semantica operacional de sPBC finito se define de una forma muy similar a la
semantica operacional de PBC [BDKO0la, BDK98, BDKO01b, BK95|, pero existen
algunas diferencias en lo referente a las reglas de transicion de multiacciones (esto-
césticas), siendo la méas importante la que se deriva de tener ahora una semantica
de orden total, con lo que satisface la Suposicion de Orden Total (Total Orden
Asumption, TOA) |Bae92|:

"Toda ejecucion de secuencias de multiacciones observables estdan totalmente

ordenadas por precedencia ",

al contrario de lo que pasaba en PBC, donde se tenia una seméntica de orden parcial

(true concurrency).

3.2.1 Reglas de inaccién y equivalencia estructural

Las transiciones de inaccion se introducen en PBC para llegar a establecer las com-
ponentes activas de una expresion dinamica. Por ejemplo, una regla de inaccién

para el operador paralelo de PBC es:

F Y E|F

que significa que para activar la composicion paralela se tiene que activar cada uno
de sus componentes. Estas transiciones no corresponden a ningtin cambio dindmico
de estado, y se consideran reversibles, lo cual se captura introduciendo la transiciéon

. 0
inversa, «— .

Las reglas de inaccion para sPBC son las definidas en las tablas 3.1 y 3.2.
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Tabla 3.1: Reglas de inaccion (I)
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op(E,G) - op(E, G

G, L @,
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a-Y
alf] % G

Tabla 3.2: Reglas de inaccion (II)

Es de destacar que en nuestro caso la direccion de la flecha resultara importante,

pues nos permitird definir una clase de s-expresiones dindmicas

"

canodnicas", que

llamaremos s-expresiones dindmicas operativas. Como vamos a definir una semantica

de orden total, si nos apoyaramos solamente en las s-expresiones dindmicas nos

encontrariamos con algunas dificultades técnicas a la hora de definir la seméntica

de la sincronizacion. Por ejemplo:

o [/ = <a,r;> 0 <a,ry> puede realizar, en un sélo paso, la multiaccion esto-

castica <a,r;>, 0 la multiaccion estocéastica <a,r,>, y terminar tras ello.

e ['=<a,r;> || <a,ry> también puede realizar, en un solo paso, la multiaccion

estocéstica <a,r;>, 6 la multiacciéon estocéstica <a, 9>, pero luego podria

realizar la otra y terminaria.

Obsérvese que E sy a no puede hacer nada que no pudiese hacer E. sin embargo

F' sy a puede, ademas de hacer lo mismo que F', realizar la multiaccion estocéstica
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<0, R>. Para distinguir estos comportamientos, introducimos las bolsas concurren-
tes (capturan aquellas bolsas de multiacciones que en PBC ya teniamos de forma
directa al considerar una seméntica de concurrencia real). De esta forma, para F
tendremos la bolsa concurrente {<a,r; >, <a,r, >}, pero para E habria que dis-
tinguir la multiaccion que esta activada (segin la regla de inaccion que se hubiera
aplicado). Por lo tanto, las bolsas concurrentes no se pueden definir directamente
sobre las s-expresiones dinamicas, y habra que hacerlo sobre las s-expresiones dina-
micas llamadas operativas (aquéllas en las que ya no es posible aplicar mas reglas de
inaccion). En consecuencia, nos limitaremos a estas s-expresiones dindmicas opera-
tivas, sin que ello suponga ninguna restriccion, ya que cada clase de s-expresiones
dindmicas que consideraremos equivalentes, contendra al menos una s-expresion di-

namica operativa.

Definicién 3.1 Sean G y G’ dos s-expresiones dindmicas cualesquiera, de forma que
a - G', entonces decimos que G’ es una derivacion inmediata (en un paso) de G.
De forma general, si G LN G4 LN G Oy % 6 diremos que G’ es una

derivacion de G. O

Definicién 3.2 Una s-expresion dindmica G diremos que es operativa si no tiene

ninguna derivacion.

Al conjunto de todas las s-expresiones dinamicas operativas lo denotaremos por
OpDynFExpr. O

A partir de una s-expresion dinamica G no operativa, siempre se puede obtener una

derivacion suya operativa, que no tiene porqué ser tinica. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 3.1 Sea G = <{a},r1> O <{b},r> . A partir de ella podemos ob-

tener dos derivaciones inmediatas operativas de G;:
G1 l) <{Cl}, ri>0 <{b}, T9> = G11

G1 l><{Cl},7"1> D<{b},7"2> = G12

Por lo tanto, G'11 y G2 son operativas, pues desde ellas no se puede aplicar ninguna

regla de inaccion. O

Aunque la direccion de la flecha juega un papel importante para obtener las ope-

rativas, esto no significa que las s-expresiones dinamicas que se relacionan mediante
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las reglas de inacciéon dejen de ser equivalentes. Por ello, consideramos la direcciéon
inversa < para definir la relaciéon de equivalencia estructural = sobre s-expresiones
dindmicas de sPBC finito, que tiene por objetivo capturar los comportamientos ope-
racionales iguales a partir de representaciones sintacticas distintas, manteniendo la
relacion de equivalencia estructural de PBC [BDKO01a| y de tPBC [Kou00].

Definicién 3.3 Entre las s-expresiones dinamicas de PBC finito, se define la rela-
cion de equivalencia:
0 0
==g4f (—U+—)"
que llamaremos relacién de equivalencia estructural.

Por [G]= entenderemos la clase de equivalencia a la que pertenece G. O

3.2.2 Reglas de transicién estocasticas

Se define la seméntica operacional por medio de reglas, de las cuales se infieren

transiciones de la forma:
<a,r>
G225 G con <a,r>eSL,

que capturan todas las posibles evoluciones de cada s-expresion dinadmica operati-
va. Corresponden a la ejecucion de una multiaccion «, cuya espera (delay) hasta
ejecutarse es aleatoria, estando definida mediante una variable aleatoria que sigue
una distribucion exponencial (negativa) de parametro r. Ademés, como veremos
después, la probabilidad de que se ejecute dicha transicion vendra determinada por

una condiciéon de competencia.

En consecuencia, aplicando repetidamente estas reglas, se obtendran secuencias
de transiciones, que corresponderan a las secuencias de transiciones de la red de Petri
estocéstica que posteriormente asociaremos al proceso de sSPBC. Esto representa una
diferencia notable con respecto PBC y a tPBC, donde cada regla corresponde a la
ejecucion de un multiconjunto de multiacciones que pueden realizarse concurrente-
mente, dando lugar a una secuencia de pasos en la red de Petri asociada. Es decir,
PBC y tPBC soportan concurrencia real, mientras que sPBC no. Esto es debido a
que la probabilidad de ejecutar dos 6 més multiacciones al mismo tiempo es nula. En
consecuencia, nuestra semantica operacional de orden total (de entremezcla) captura
adecuadamente la seméantica natural del lenguaje, lo que luego se repetira en la red

de Petri estocéstica asociada a cada proceso. Ademés, la propiedad de pérdida de
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memoria de la distribucion exponencial (negativa) juega un papel importante, ya
que el tiempo que ha transcurrido hasta que una primera componente evoluciona
ejecutando una multiaccion no afecta al tiempo de ejecucion de las componentes

restantes.

Supondremos que todas las multiacciones estocésticas tienen asociada una razoéon

que es independiente del tiempo, y que éstas son homogéneas respecto del tiempo.

En la tabla 3.3 se definen formalmente las reglas para los diversos operadores del
lenguaje, salvo para la sincronizacién, que se vera posteriormente con més detalle.

En estas reglas supondremos que G y H son s-expresiones dindmicas operativas.

(B) —<a,r>
la,r> 45 <ar>
<a,r> <a,r> '
(s1) G (2 A
G;F —— G, F E:H —5 E;H
<o,r> <o,r>
(Rs) C =G ,agde) Re) —CE =G
Grsa — G'rsa G[f] G[f]
eltgye H <ﬂ>> H
E1l E2
(BL) GOF %% ¢'OF (E2) EoH %Y poH’
G <a r> G, H <a > H,
(C]-) <a r> (C2) <a r> U
G|H = G'|H G|H — G|H

Tabla 3.3: Reglas de transicion estocasticas (I)

4.2.1 Sincronizacién. Primera aproximaciéon

De las reglas C1 y C2 de la tabla 3.3 para el operador ||, o mas bien del hecho que
no tengamos ninguna mas para el mismo, se deduce que no es posible la concurren-
cia real, esto es, no es posible realizar simultineamente dos o mas multiacciones
estocasticas, con lo que se tiene una seméntica de orden total. Asi, si G y H son

operativas, y tenemos las transiciones estocasticas:
<o,r> <p,s>
G H <
de acuerdo a las reglas de la tabla 3.3 podremos obtener las secuencias de transicio-

nes:

<a r> <,3 5>

G||H —
G|H =

G| Hy

<,3 5> G2||H2

<a r>

' Y
GH (=) ] —
10 9\«
GIH' (—=)"J; —
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donde G,||H, = Gs||Hy = G'||H' y, J; y J5 son s-expresiones dindmicas operativas.

En definitiva, la naturaleza estocastica del modelo hace que la probabilidad de
que dos multiacciones se ejecuten a la vez es nula. Sin embargo, para poder defi-
nir correctamente la sincronizacién necesitamos saber qué multiacciones estocésticas
podrian ejecutarse en cada instante, lo que se corresponde con los posibles conjun-
tos de bolsas de multiacciones estocasticas que podrian realizarse simultaneamente
en PBC. En nuestro ejemplo, tendremos que {< a,r >, < ,s >} serd una bolsa

concurrente de G| H.

A continuacion, definimos el conjunto de bolsas concurrentes para cada s-expresion
dinamica operativa. Cada bolsa concurrente serd un multiconjunto de multiaccio-

nes estocasticas, y el conjunto de las bolsas concurrentes de G lo denotaremos por

BC(G).
Definicién 3.4 Definimos la funcion:

BC : OpDynEzpr — P(B(SL))

en la forma siguiente:

e Si G € OpDynEzpr es final (es decir G=E), se toma BC(G) = ().
e Si G € OpDynEzpr no es final:

— BC(<a,r>) = {{<a,r>}}.

— Para cada v € BC(G), tenemos:

- f(v) € BO(Gf])
. 7€ BC(G| H)
. v€ BC(H|G)
— Siy, € BC(G), v2 € BC(H), entonces vy, + 72 € BC(G || H).
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— Si yeBC(Gsya), y <a,r;>, <f,13> €7, (con <a,r;>#< [, 13>, 0
bien son instancias diferentes de la misma multiaccion estocastica en 7)

con a € A(a), a € A(f), 6 viceversa, entonces 7 € BC(G sy a), donde:

!

Y= (7 + {<a, 11> @, <B,1m3>}) \{<a,ri>,<B,r>} O

Notese que la definicion anterior contempla todos los casos posibles de s-expresiones

dindmicas operativas, y por lo tanto esta bien definida.

Ademas, a partir de la definicion de bolsa concurrente se puede concluir la siguiente

propiedad.

Propiedad 3.1 Para toda G € OpDynEzpr, si v € BC(G) entonces para todo
submulticonjunto no vacio v; de v se tiene que v; € BC(G). Es decir, BC(G) es

cerrado con respecto a la inclusion de multiconjuntos.

Demostracién: Inmediata. O

Veamos un ejemplo para ilustrar la definicién anterior en el caso concreto de la

sincronizacion.

Ejemplo 3.2 Sea (G5 la s-expresion dinamica operativa siguiente:

Gy = <{a},1>[<{a,a},2>[<{a}, 3>
Para obtener BC(G3 sy a) necesitamos primero conocer BC(Gs):

BC(Gq) ={ {<{a},1>, <{a,a},2>, <{a},3>},
{<{a}, 1>, <{a,a},2>},
{<{a,a},2>, <{a},3>},
{<{a},1>, <{a},3>}, {<{a}, 1>},
{<{a,a},2>}, {<{a},3>} }

Entonces, obtenemos las nuevas bolsas de BC (G2 sy a) sincronizando sobre pares

de acciones conjugadas (a, a):

BC(Gysya) = BC(Gs) U { {<{a}, 1>, <{a},3>},
{<{a}, 1>, <{a}, 2>}, {<0,1>},
{<{a}, 1>}, {<{a}, 2>} }
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Una vez definido BC, estamos en condiciones de presentar las reglas estocasticas
para la sincronizacion (tabla 3.4). Observemos que en la regla Sy2 la razon de
la nueva multiaccion estocastica serd la menor de las razones de las multiacciones
estocésticas sincronizadas, lo que intuitivamente refleja que esperamos a la més

lenta.

La regla Sy! captura el hecho de que la sincronizacién conserva el comporta-
miento de G. La regla Sy2 captura la sincronizacion de dos multiacciones <ay, 71>,
<ag, 19>, las cuales se ejecutan una tras otra, aunque posiblemente haya que eje-
cutar algunas reglas de inacciéon entre ambas, para obtener s-expresiones dindmicas
operativas a las que poder aplicar las reglas de transicion estocasticas. La nueva

multiaccion estocéstica generada por sincronizacion es:
<y, > By <o, o> =<y B, ag, R>

donde R = min{ri,r} y @, es el operador definido en el apartado 3.1.1 de este

mismo capitulo.

<a,r>
(Sy1) & <ﬁ> 4
Gsya — Hsya

(Sy2) Con {<ay,r1>,<ag,r9>} € BC(Gysya), a € Ala1) , a € A(az):
Glsya<oﬂ>1> Ggsya(L) 58y a <qazre> G3sya
<a1®aa2,_rm>n{r1,rz}>

*

Gisya Gssya

Tabla 3.4: Reglas de transiciéon estocésticas del operador sy

Definicién 3.5 Dada una s-expresion dinamica operativa G, llamaremos conjunto
ejecutable de G al conjunto de las multiacciones estocasticas que se pueden realizar
a partir de GG, aplicando alguna de las reglas de las tablas 3.3 y 3.4, y lo denotaremos

por ejec(G). O

Observemos que dada una s-expresion dindmica operativa cualquiera G y
<a,r>€ ejec (G), entonces {<a,r>} € BC(G), y viceversa.

En la proposicion siguiente vamos a probar que la definicion de BC junto con

las reglas de la tabla 3.4 capturan adecuadamente lo que pretendemos en relaciéon a
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las multiacciones estocasticas en concurrencia; es decir, siempre que tengamos una
bolsa concurrente de G, cualquier serializacion de ella es posible como evolucién de
G, garantizandose asi que se cumple la primera parte de Sy2. Ademés, todas las
serializaciones de una misma bolsa conducen a s-expresiones dindmicas equivalentes,
garantizandose asi que no importa el orden en que las coloquemos al sincronizar, ya
que:

a1 By ar = as Dy
min{ry,ro} = min{ry, r1}

Posteriormente, tendremos que tener cuidado para tener en cuenta una sola vez cada

bolsa.

Proposiciéon 3.1 Dada una s-expresion dindmica operativa cualquiera G, y

v € BC(G), para toda serializacion de las multiacciones estocésticas de 7:

<o, T1> . <09,79> ... <0y, Tp>
existe una secuencia de transiciones:

aQ <ai,ri> Gl (l))* G <ag,ro> (l})* % <Cﬂ§> G,
1 -

n—1

Ademas, todas las s-expresiones dindmicas G’ obtenidas por serializacion de 7 son

equivalentes respecto a =.

Demostracion:

Por induccion estructural sobre la sintaxis de G.
e Caso base: G = <aq, r>. Trivial.
e Una simple aplicacion de la hipotesis de induccion resuelve los casos siguientes:

G,EF , E;G , FOG , GOE , Grsa y G[f]

e Para el caso del operador paralelo, Gy || G, si v € BC(Gy) (6 v € BC(G3)),
también se aplicaria la hipotesis de inducciéon y se concluiria. Pero si conside-
ramos y = y1 + a9, con y; € BC(G4) y 72 € BC(Gy), en este caso tendremos
que aplicar la hipotesis de induccion sobre ambos, para conseguir secuencias
de transiciones que pueden ser combinadas de la forma adecuada, ya que las

evoluciones de ambas componentes son completamente independientes:
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- El

- El

caso base seria:
v=A{<ay, 11>, <ag,re>}
donde <y, >€ ejec(Gh) y <ag,ma>€ ejec(Gs).
Como las evoluciones de Gy y G5 son totalmente independientes, tendria-
mos:
Gil|Gy "7 G| Ga (<) GYIIGy T G| G

ri>

Gi||Gs 257 Gy||GYy (<) Gh |Gy LT GGy

De esta forma las dos serializaciones de +:
<ap, > . <ag,Te> Yy <ag,re> . <oy, Tr1>
son posibles desde GG, y ademés, obviamente
rla; = Gillas
caso general nos lleva a considerar:
v=A<aq, >, <ag, >, ., <, TR >}

donde
m=A{<a, >, ..., <q, >} € BC(Gy)

Yo = {< i1, k1> -, <, >} € BC(Gy)
Entonces podremos aplicar la hipétesis de induccién sobre ambas evo-
luciones para, con un razonamiento similar al del caso, base concluir la
propiedad.
Con este razonamiento inductivo sobre el nimero de multiacciones es-
tocésticas en v podemos concluir que todas las s-expresiones dinamicas

obtenidas por serializacién de v son equivalentes respecto a =.

e Para el caso del operador sy, si tenemos G = G sya necesitamos distinguir

los dos casos siguientes:

Si v € BC(G4), entonces el resultado es inmediato, bastando con aplicar

la hipotesis de induccion.

Siy=n+{<a,r> &, <ay,r>})\ {<ai,r >,<ayry >}, con
7 € BC(G), a € A(ay), a € A(az), entonces podria darse el caso de que
v € BC(Gh), 6 1 podria ser obtenida de la misma forma, sincronizan-

do algunas multiacciones; pero este procedimiento no puede ser aplicado
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indefinidamente, de modo que aplicaremos un nuevo razonamiento induc-
tivo sobre el niimero de veces que ha sido aplicada la sincronizacion de
multiacciones. Debido a ello, nuestro caso base es vy, € BC(G1), para el
cual podemos aplicar la hipo6tesis de la primera induccion, considerando
una serializacion en la que <ay,r; >y <asg, ry> aparecen seguidas. Aun-
que esta secuencia empieza en (1, se puede obtener la misma empezando
en G1 sy a (regla Syl1), para luego aplicar la regla Sy2, obteniendo asi una
secuencia de transiciones que corresponde a la serializacion dada de 7.
Podemos observar que el orden de las restantes multiacciones estocasti-
cas de v, no es importante, y de esta forma, para cualquier serializacion
de v podemos obtener la correspondiente secuencia de transiciones. Ade-
més, con esta secuencia de transiciones alcanzamos la misma s-expresion
dindmica que alcanzabamos con ;. En consecuencia, aplicando la hipote-
sis de induccion estructural podemos concluir que todas las s-expresiones

dindmicas alcanzadas por serializacion de v son equivalentes respecto a =.

Para el caso general tenemos ahora, como hipotesis, que la propiedad se
cumple para v; € BC (G4 sya), lo que nos permite razonar de la misma
forma que en el caso base, considerando una serializacion de ;. La
unica diferencia es que en este caso la secuencia de reglas que obtenemos

empieza directamente desde G sy a, en lugar de desde G,.
O

3.2.3 Sistema de transiciones

En este apartado definimos el (multi)sistema de transiciones que define la seméntica
operacional de sPBC, cuyos estados son clases de equivalencias de s-expresiones
dindmicas, con respecto a la relaciéon =. Veamos primero algunas definiciones que

utilizaremos después.

Definicién 3.6 Sean G, G’, H y H’ s-expresiones dinamicas, tales que

;) <o,r>
—

G H', con G €[Glz y H'e€[H)=

entonces diremos que H y H” son ambas s-expresiones dindmicas derivadas inmedia-

tas (en un paso) de G. O

Ahora pasamos a definir el multiconjunto de multiacciones estocasticas que se

pueden ejecutar en un solo paso desde una clase de equivalencia.
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Definicion 3.7 Dada la clase [G]=, denotaremos por act(G) al multiconjunto de
multiacciones estocésticas que se pueden ejecutar en un solo paso desde cualquier

s-expresion dinamica operativa de la clase. De modo que tenemos,
act(G)={ <a,r> | 3G €[Gl- A 3IHE€E DynErpr con G 25 H |
Cada multiaccion estocastica de act(G) diremos que esté activada en G. O
Con el objetivo de definir el nimero de veces que cada multiaccion estocésti-
ca aparece en act(G), tendremos en cuenta las diferentes formas significativas en

que se ha podido obtener tal transicion estocéstica. Por ejemplo, para la siguiente

s-expresion dindmica no operativa:

G=<a,r> 0 <a,r>

tenemos dos formas significativamente diferentes de obtener < a,r >, segin qué
s-expresion dinamica operativa consideremos, aplicando entonces la regla F1 6 E2,

segin corresponda. Asi, en este caso:
act(G) ={ <a,r>,<a,r> |

Pero en el caso de la sincronizacion, consideraremos que la aplicacion de la regla
Sy2 en los dos sentidos posibles, segiin el orden en que tomemos las dos multiaccio-
nes estocasticas de la bolsa concurrente, genera transiciones no significativamente

diferentes. Por ejemplo, si consideramos la s-expresion dinamica:

Gy = (<{a}.r> [ <{a}.r>) sy a
entonces solo consideraremos la ejecucion de <(), 7> una vez, obteniendo entonces:

act(Gy) ={ <{a},r>,<{a},r>,<0,r> |}

Esto puede generalizarse para la sincronizacién de n multiacciones estocésticas

en la forma siguiente:

Observacion 3.1 Al generar el sistema de transiciones iremos quediandonos con
cierta informacion para aquellas transiciones que han sido obtenidas al aplicar la re-
gla (Sy2); en concreto, con la historia pasada de las sincronizaciones realizadas hasta
obtener esta transicion. De modo que si detectamos que con una nueva aplicacion

de dicha regla (Sy2) se generaria una nueva transicion cuya historia coincidiria con



3.2 Semantica Operacional 75

la de alguna transicién ya generada anteriormente, entonces dicha transicién no es
considerada. Para quedarnos con la historia de cada transicion originada al aplicar

la regla (Sy2) seguimos el criterio siguiente:

Se etiquetan numéricamente las multiacciones estocdsticas de la s-expresion di-
ndmica operativa de izquierda a derecha (por orden de escritura) y, al aplicar la regla
(Sy2) obtenemos nuevas transiciones con nuevas multiacciones estocdsticas, que irdn
etiquetadas con la numeracion obtenida con la concatenacion de las historias de las

componentes involucradas en la sincronizacion. O

Ejemplo 3.3 Para G3 = Gsya = <{a},r>| <{a,a},ro> | <{a},rs> sya
la numeracion serfa:

1 para <{a},r>

2 para <{a,a},ry>

3 para <{a},r3>

Denotando:

Gisya = <{a},r>| <{a,a},r>| <{a},r3> sya

Gosya = <{a},r1>| <{a,a},ro> | <{a},r3> sya

Gssya = <{a},r>| <{a,a},ra>| <{a},r3> sya

Grasya = <{a},r>| <{a,a},r>| <{a},r3> sya

Gozsya = <{a},m>| <{a,a},r>| <{a},r3> sya

Gz sya = <{a},ri>| <{a,a},ro> || <{a},r3> sya

El pasode Gsya a Giasya aplicando la regla (Sy2) se puede hacer de dos formas:
Con {<{a},r>,<{a,a},ro>} € BC(Gsya),a € A({a}), a € A({a,a}):

<{a},r1> <{a,a},ro>
{a}m {a,a},rs

Gsya 1 G sya
Gsya <{M2>1.2 Giasya

9 Gasya

donde la transiciéon obtenida tiene como subindice 1.2, reflejando las dos multiaccio-

nes estocasticas que han intervenido en la sincronizacién. Ahora, a la instancia de
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la nueva multiaccion estocéstica asi obtenida, <{a}, r12>, se la etiquetara con esa

numeracion.

Aplicando las reglas en orden inverso, habriamos obtenido:

<{a,a},ro>

Gsya —  9Gysya

<ta. r1>1 Giasya

<{a},r12>
Gsya —" 91 Gusya
que segun el criterio indicado no seria incluida, pues tiene la misma historia que la

anterior.
Por otra parte, tenemos:

{<{a},rs>,<{a,a},ra>} € BC(Gsya), a € A({a}), a € A({a,a}), con lo que

<{‘1} r3> <{a a},ro>

Gsya 3G3sya
Gsya <{M3>2.3 G sya

9 Gagsya

De modo que desde Gsya se puede aplicar Sy2 sobre {<a,r3>,<a,r;2>} o sobre

{<{a},r1>,<a,re3>}, y tinicamente se apuntaria una de ellas, ya que tienen la
misma historia ({3}.{1,2} v {1}.{2,3} = {1,2,3}):

o {<{a},r3> <{a},rs>} € BC(Gsya),a€ A({a}), a € A({a}):

Gsya <{a}’r3>3 Gssya <{a}—’r§2>1.2 Giazsya

<0,7r193>
Gsya E 312 Giazsya

o {<{a},rm> <{a},r3>} € BC(Gsya),a e A({a}), a € A({a}):

Gsya <{a}’ Gl sya <{M3>2.3 Gz sya

<0,7193>
Gsya — 123 Giazsya

Ejemplo 3.4 Consideremos la s-expresion dinamica siguiente:

Gy = ((<a,1> 0 <a,1>)|| <{a,a,b},1> || <a,1>) sya

(G4 no es operativa y a partir de ella se pueden obtener las s-expresiones dindmicas

operativas siguientes:

G, = ((<a,1>0 <a,1>) | <{a,a,b},1> || <a,1>) sya
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G| = ((<a,1> O<a,1>) || <{a,a,b},1> | <a,1>) sya

La numeracion de cada multiaccion seria la siguiente:

G, = ((<a,1>10 <a,1>9) || <{a,a,b},1>3 | <a,1>4) sy a

GZ = ((<aa 1>, O <a, ]->2) || <{da da b}a ]->3 || <a, ]->4) sya
De esta forma:
act(Gy) = {<a,1>1, <a, 1>y, <{a,a,b},1>3, <a,1>,}
ejec(GYy) = {<a,1>1, <{a,a,b}, 1>3, <a,1>,}
ejec(GY) = {<a,1>9, <{a,a,b},1>3, <a,1>4}
BC(G) = { {<a,1>1, <{a,a,b},1>3, <a,1>,}
{<{&7 b}: 1>1.37 <a, 1>4}: {<a: 1>17 <{d7 b}: 1>3.4}:
{<a,1>1, <{a,a,b},1>3}, {<a,1>1, <a,1>4},
{<{a,a,b},1>3, <a,1>,}, {<a,1>1},
{<{a,a,b},1>3}, {<a,1>,4}
{<{&7 b}ﬂ 1>1.3}7 {<{&: b}7 1>3-4}ﬂ
{<b,1>134} }

BC(GY) = { {<a,1>9, <{a,a,b},1>3, <a,1>,}
{<{a,b},1>93, <a,1>4}, {<a,1>9, <{a,b}, 1>34},
{<a,1>4, <{a,a,b},1>3}, {<a,1>9, <a,1>,},
{<{a,a,b},1>3, <a,1>,4}, {<a,1>5},
{<{a,a,b},1>3}, {<a,1>4}
{<{a,b},1>23}, {<{a,b},1>3.4},
{<b,1>234} }

Tendremos en cuenta lo anterior cuando en el ejemplo 3.9 construyamos el sistema

de transiciones asociado a FEs. O

Los dos lemas siguientes justifican nuestra decision de no contabilizar estas tran-
siciones. El primero de ellos establece que da igual el orden que sigamos (siempre
y cuando sean posibles las sincronizaciones), ya que siempre obtendremos la misma
multiaccion. El segundo lema nos garantiza que si partimos de la misma s-expresion
dindmica operativa, independientemente del orden que hayamos seguido para sincro-
nizar (siempre que sea factible), llegaremos a s-expresiones dinamicas equivalentes,
y la multiaccion estocéstica originada por todas las sincronizaciones es siempre la

misma.
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Lema 3.1 Sean o,

can € L iy,
conjunto {1,--- ,n}.

vin} v {j1,- -+, Jn} dos permutaciones del

(i) Si es factible realizar las operaciones @, (con a € A) que aparecen en las dos
expresiones siguientes:

er = (.. ((a4 By i) Ba Qiy) By .. Dy i,

€2 = ("'((aﬁ Da aj2) Da aj3) Da - - - Da O,
Entonces e; = es.

(i) Si es factible realizar las operaciones que aparecen en los operadores @, en las
siguientes expresiones para a; € {aq,

coyp 1) € Ay ysiendo {ky,---  kn o1}
vy {li,--- ,l, 1} dos permutaciones del conjunto {1,---,n —1}:

e ( .. ( (OZZ'I ®ak1 aiz) EBakQ ai?, ) EBak3 et Gaakn,l ai”

62 ( . ( (ajl EBall a]Z) @a12 aj3 ) EBalS e @aln71 a]n
Entonces e; = es.

Demostracion:

(i) En ambas expresiones se realiza basicamente una uniéon de multiconjuntos, pero

cada vez que se sincroniza se quita un par {a,a}. Como esto se hace (n-1)
veces, quedaria en ambos casos:

(o + as + ...+ a,) \ (n—1) - {a,a}

(ii) De nuevo se realiza basicamente una uniéon de multiconjuntos, pero cada vez

que se sincroniza con respecto de aj se quita un par {ag,ax}. Como esto se
hace para k =1, ..., (n — 1), quedaria en ambos casos:

(Oél + (6%)] 4+ ... + Oén) \ {al,&l .. .,an_l,dn_l}
Lema 3.2 Sea GG una s-expresion dinamica operativa, y sean v = { <ay,r1>, ...,

<@y, ry>} y dos permutaciones del conjunto {1,--- ,n}: {iy,-- ,in} v {j1, s jn}-
Supongamos que existen dos serializaciones:
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<@y sTiqg > 1] <y sTig > <Ay T >

G 1°7u Gl( )*GT 22712 n o' in gn
<ajq T > [1} <@y Ty > <Qjp s i >

g 1 1 9[1( )*g[l* 2 2 Insin Gln

en las que la regla (Sy2) puede ser aplicada en ambos casos n-1 veces (para las
mismas acciones aq, as, ..., ag, posiblemente repetidas, pero el mismo nimero de

veces en cada caso), obteniéndose por tanto en ambos casos una tnica transicion:
¢ <2 @,
G o

Entonces ha de ocurrir que G, =G), v <G, Ri>=<pj, R;j>.

Demostracion:

Es inmediato concluir que v debe ser una bolsa concurrente de una s-expresion
dinamica operativa de la forma general G = G’ sya; ... sya;,(con j <n — 1), por
lo que se puede aplicar la proposicién 3.1, con lo que G,, = GI,.

Ademés, R; = R;, dado que vamos tomando los valores minimos de las razones:
R, = min{r;,,...,r, } = min{r;,,....7r;. } = R;

Finalmente, aplicando el lema anterior concluimos que 3; = f;. O

Definicion 3.8 Denotaremos por 7(G) a la suma de todas las razones de las mul-

tiacciones estocasticas de act(G):

T(G) =def Z T - Ny

<ay,ri>€act(G)

donde n; es el nimero de veces que aparece <, r;> en act(G), teniendo en cuenta

la Observacion 3.1. O

Definicién 3.9 Sean G y H son s-expresiones dinamicas tales que

<op,r1> <a2,r9> <QnTn>
G=G =G, =G, = ...G, =G X" H' = H, conn >0

n—1

entonces diremos que H es una s-expresion dinamica derivada de G.
Denotaremos por [G), y lo llamaremos alcance de G, al conjunto de todas las

s-expresiones dinamicas derivadas de G. O
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Observemos que si H es una s-expresion dinamica derivada de G, entonces VG; =

G ,VH; = H, se tiene que H; es una s-expresion dindmica derivada de G;.

Estamos interesados en aquellas s-expresiones dindmicas que pueden ser derivadas
a partir de una s-expresion dindmica inicial E y, nos referiremos a ellas como las

s-expresiones alcanzables desde la s-expresion estatica FE.

Definicién 3.10 Dada una s-expresion estatica E, diremos que una s-expresion
dindmica G es alcanzable desde E, si G € [ E). O

Definicién 3.11 Dada una s-expresion dinamica G, definimos el (multi)sistema de

transiciones asociado a G, como ts(G) = (V, A, vg), donde:

e V={[H]z | He€[G)} esel conjunto de estados,
e vy = [G]= es el estado inicial,

e A={ ([Hl=, <a,r>,[Jl=z) | He[G) A HZJ}

es el multiconjunto de transiciones ¢ arcos.

A la hora de construir el multiconjunto A tendremos en cuenta la Observaciéon 3.1,
de modo que no repetiremos aquellos arcos que correspondan a sincronizaciones que

tengan la misma historia. a

3.2.4 La politica de competencia

Una condicién race o de competencia gobernara el comportamiento dinamico del
modelo cuando sea posible ejecutar mas de una multiacciéon estocastica. Esto ocu-
rre en dos casos diferentes: cuando estamos en el &mbito de una eleccién o en el
de un operador paralelo. Cuando varias multiacciones estocasticas son posibles,
todas empezaran a tratar de ejecutarse, pero la que antes termine (se complete)
serd la que determine el cambio de estado, esto es, la més rapida ganaré la carre-
ra. En consecuencia, la multiaccion estocéstica con mayor razon asociada (de todas
las activadas) tendra mayor probabilidad de ganar la carrera, ya que su tiempo de
espera (delay) medio asociado es menor. De esta forma la condicion de competen-
cia tiene el efecto de reemplazar el no-determinismo que se tiene en las algebras
de procesos clésicas, tales como CCS [Mil89] y PBC [BDKO1b|, por una elecciéon
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probabilistica, como en las algebras de procesos Markovianas (como PEPA [Hil96]
o EMPA [BG98]). Debido a esta politica, la probabilidad de que una determinada
multiaccion estocéstica se ejecute primero (gane la carrera) es la razén asociada a
dicha multiaccion estocéstica, dividida por la suma de las razones asociadas a las

otras multiacciones estocasticas que puedan ejecutarse en ese momento.

Observacion 3.2 Dada una s-expresion dinamica G cualquiera, la probabilidad de
que la multiaccion estocéstica <ay, 7;,>€ act(G) gane la carrera estando en el estado
[G]= es la siguiente:

P(G, <a;,r;i>) =71 n;/r(G)

siendo n; el ntimero de veces que <a, ;> aparece en act(QG).

Si distinguimos las diferentes instancias de cada multiaccidon estocastica, entonces
la probabilidad de que la multiaccion estocastica de <a;,r; > etiquetada con k, es
decir, la probabilidad de que <ay, r;>) gane la carrera estando en el estado [G]= es:

PI(G,<041',7"1'>]C):7“Z'/7"(G) O

Cuando una multiaccion estocéstica termina su ejecucion (se completa), el compor-
tamiento del modelo puede cambiar, obteniéndose una nueva s-expresion dinédmica.
El tiempo de permanencia en [G]=, para G € [E) es una variable aleatoria que sigue
una distribucion exponencial de razén r(G), por ser ésta el minimo de las variables

aleatorias que miden los retrasos de cada multiaccion estocéstica de act(G).

Proposicién 3.2 Sea E una s-expresion estatica. El tiempo de permanencia en

[G]=, para cada G € [E), sigue una distribucion exponencial negativa de parametro

r(G).

Demostracion:

La demostracion es inmediata al tratarse de distribuciones exponenciales inde-
pendientes y considerarse la politica de competencia, ya que el tiempo de perma-
nencia en [G]= es el minimo de las citadas distribuciones exponenciales, cuya razon

es la suma de las razones involucradas. O

Obsérvese que en caso de conflicto, las multiacciones estocasticas que se podian
realizar, pero que en el transcurso de la competiciéon no se han completado al haber

perdido ésta, se abortan o también podriamos decir que se interrumpen, si se pueden
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realizar en la nueva s-expresion dindmica. La propiedad de pérdida de memoria de
la distribucion exponencial hace innecesario tener en cuenta cudnto tiempo ha trans-
currido desde que se encuentra activada, gracias a lo cual no hace falta especificar

qué politica de memoria se sigue (resampling, enabling memory o age memory).

3.2.5 Ejemplos

En los ejemplos siguientes mostraremos los sistemas de transiciones asociados a las
s-expresiones dinamicas E; que iremos presentando, y a partir de cada uno de ellos se
deduciréan los posibles comportamientos de las mismas (secuencias de multiacciones
estocasticas). Para no recargar la notacion, etiquetaremos los nodos de los sistemas

de transiciones con un representante de su clase.
Ejemplo 3.5 Consideremos la s-expresion estatica siguiente:

E, = (<{a},ri>;<{b},ro>) O <{c},r3>

Entonces, el sistema de transiciones de F; seria el que mostramos en la figura 3.1,

donde Gy viene dado por
G = (<{a},r1>;<{b},ro>) O <{c}, 13>

o cualquier s-expresion dindmica equivalente estructuralmente a ella.

Figura 3.1: Sistema de transiciones de E;

Para F; los comportamientos posibles (caminos de F; a E,) son:

<{a},r1> - <{b}, r9> con probabilidad —— y

r1+73’

<{c}, 73> con probabilidad -
O

Ejemplo 3.6 Consideremos ahora:
Ey =<{a},r1>; (<{b},ro> O <{c},13>)

su correspondiente sistema de transiciones es el mostrado en la figura 3.2.
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S >
~ < {a},r1 > < {c},r3 >

Figura 3.2: Sistema de transiciones de

donde G, viene dado por

G2 :<{a},r1>; (<{b},1"2> O <{C}:T3>)

o cualquier s-expresion dindmica equivalente estructuralmente a ella.

Para FE5, los comportamientos posibles serian:

<{a},r1> - <{b}, 72> con probabilidad "2,y

<{a}.r> - <{c}, 3> con probabilidad -

Ejemplo 3.7 Dado ahora:
E; =<{a},r> || <{a,a},r> || <{a},r3>

su correspondiente sistema de transiciones es el mostrado en la figura 3.3, donde los

H; son de la forma:

H, = <{a},r1>| <{a,a},ry>||<{a},rs>

Hy, = <{a},r1>| <{a,a},ry>||<{a},r3>

H; = <{a},r1>| <{a,a},ro>||<{a},r3>

Hy = <{a},r1>| <{a,a},ry>||<{a},r3>

Hs = <{a},r1>| <{a,a},ry>||<{a},r3>

Hg = <{a},r1>| <{a,a},ry>||<{a},r3>

Considerando:

m ={<{a},rn>, <{a,a},r,>), <{a},r3>} € BCO(G3)

con Gz = <{a},r>| <{a,a},ra>||<{a},rs>, se tiene que para E3 los 6 caminos
posibles que empiezan en F5 y terminan en L5 corresponden a la ejecucion de las

tres multiacciones estocésticas de 7y, en cualquier orden :



84

sPBC finito

Figura 3.3: Sistema de transiciones de Ej3

<{a},r> - <{a,a},ro> - <{a},r3> con probabilidad —=

T1+712+73

<{a},r1> - <{a},r3> - <{@,a},r> con probabilidad —=

T1+7r2+73

<{a,a},ry> - <{a},r1> - <{a},r3> con probabilidad —2

r1+r2+rs

<{a,a},ry> - <{a},rs> - <{a},r > con probabilidad —*2

r1+r2+rs

<{a},rs> - <{a},r> - <{@,a},ry> con probabilidad —=—

r1+72+73

<{a},rs> - <{a,a},ro> - <{a},r1> con probabilidad —*=

T1+7r2+73

Ejemplo 3.8 Consideremos ahora:

_T2
ro+7r3
T3
ro+r3
T1
r1+7r3
T3
r1+7r3
T1

r1+ra

T2

ri+re °

Ey = (<{a},r> || <{a,a},r> || <{a},r3>)sya= E3zsya

cuyo sistema de transiciones correspondiente es el mostrado en la figura 3.4,

< {ay,m2 >

< 0,7r123 >

Figura 3.4: Sistema de transiciones de

donde H] = H, sy a, siendo los H; los mismos que en el ejemplo anterior.
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Para E, seria posible realizar también los 6 posibles comportamientos de F3 (aunque
con diferente probabilidad), correspondientes a la ejecucion de las tres multiacciones

estocasticas de vy, donde 7; es una bolsa concurrente de G3, con:
Gs =<a,ri>||<{a,a}, ro>||<a,r3>

y, por tanto, 7; es una bolsa concurrente de G3 sy a .

Como resultado de las sincronizaciones obtenemos ademas las siguientes nuevas bol-
sas concurrentes de G5 sy a:

ve = {<{a}, ria>, <{a},rs>} con riy=min{ry, re}

v3 = {<{a},r3>, <{a},r1>} con ry3 = min{ry,r3}

va={<0,r123>} con 7193 = min{ry,re,r3}

En total, E4 tendra 3!+2!42!4+1=11 comportamientos posibles.

Por ejemplo:
<{a},m> . <{a,a},ro> . <{a},r3>
con probabilidad

(] )
ry+7ro+7r3+ 1719+ T3+ 7193 T9 -+ T3+ To3

O también seria posible el camino:
<{'d},7“12> . <{Cl},7"3>
con probabilidad:

T12
ry+ 7T+ 73+ 119+ o3 + 7193

También existiria la posibilidad de realizar una tinica multiaccion estocéstica:
<0, ri93>

en este caso, con probabilidad:

7123
ry+ 7T+ 73+ 719+ o3 + 7193

Ejemplo 3.9 Sea ahora

E; = ((<a,1> 0 <a,1>)|| <{a,a,b},1> || <a,1>)sya
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donde E5 = G4, expresion dindmica ya estudiada en el ejemplo 3.4. Su sistema de
transiciones es el mostrado en la figura 3.5, donde hemos incluido la numeraciéon
de las multiacciones estocasticas, partiendo del orden de aparicién de izquierda a

derecha en la sintaxis de Ej:
Es = ((<a,1>1 O <a,1>,)[| <{a,a,b},1>3 || <a,1>4) sya

Los J; de la figura corresponden a:

Ji = ((<a,1>; O <a,1>9)||<{a,a,b},1>3 || <a,1>4) sya

<a,1>; O <a,1>y)||<{a,a,b}, 1>5]|<a,1>4) sya

<a,1>1 0 <a,1>9)|| <{a,a,b},1>3||<a,1>4) sya

<a,1>; 0 <a,1>y)| <{a,a,b},1>;]|<a,1>,) sya

Jo = ((
Js = ((
Ji=((
Js = ((

<a,1>; O <a,1>))||<{a,a,b}, 1>3]|<a,1>4) sya

= ((<CL,1>1 O <6L,1>2)||<{&, da b}a ]->3 || <a, ]->4) sya

< {a,a,b},1 >3

72
Ay

£y

<0,1>1.34

Figura 3.5: Sistema de transiciones asociado a Es
Ahora, un posible comportamiento seria:
<a,1>4. <{€l, b}, 1>13

11
babilidad — - —-
con probabilidad ¢ - -
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3.2.6 El proceso estocastico asociado

El proceso estocastico asociado a la evoluciéon de una s-expresion dindmica F es

un proceso de Markov, en particular, una Cadena de Markov de Tiempo Continuo
(CTMC).

Proposiciéon 3.3 Dada una s-expresion estéatica E, definimos el proceso estocéstico
asociado X (t), mediante X (t) = [G]=, para cada evolucion posible en tiempo t de la
s-expresion dindmica E en una s-expresion dindmica en la clase [G]=, con G € [E).

Entonces, X () es un proceso de Markov.

Demostracion:

Es inmediata, al tratarse de distribuciones exponenciales y manejarse la politica
de competencia, teniéndose asi que el tiempo de permanencia en cada estado también

esta distribuido exponencialmente (proposicion 3.2). O

La obtencién del diagrama de transiciones de la CTMC es inmediata a partir
del sistema de transiciones ts(E): los nodos y los arcos se conservan, y si solo hay
un arco entre dos nodos, éste se etiqueta con la razén asociada a la multiaccion

estocastica que etiquetaba el arco en ts(F), mientras que si hay dos o mas arcos

entre dos nodos en ts(F), los unimos en uno unico, etiquetado con la suma de las

razomnes.

Ejemplo 3.10 Para la s-expresion estatica siguiente:
By = (<{a},mi> <{b},12>) O <{c}, r5>

el diagrama de transicion de estados correspondiente a su CTMC puede verse en la
figura 3.6.

Figura 3.6: Diagrama de transicion de estados de la CTMC asociada a E;
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Ejemplo 3.11 Para la s-expresion estatica siguiente:
EQ :<{a}a > (<{b}7 o> O <{C}, T3>)

el diagrama de transicion de estados correspondiente a su CTMC puede verse en la
figura 3.7.

> T To + T3

Figura 3.7: Diagrama de transicion de estados de la CTMC asociada a E,

Ejemplo 3.12 Para la s-expresion estatica siguiente:
E; =<{a},r> || <{@,a},r> || <{a},r3>

el diagrama de transicion de estados correspondiente a su CTMC puede verse en la
figura 3.8.

Figura 3.8: Diagrama de transicion de estados de la CTMC asociada a Es

Ejemplo 3.13 Para la s-expresion estatica siguiente:
Ey = (<{a},r> || <{a,a},r> || <{a},r3>)sya= E3zsya
el diagrama de transicion de estados correspondiente a su CTMC puede verse en la

figura 3.9.
O
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Figura 3.9: Diagrama de transiciéon de estados de la CTMC asociada a Ey

Ejemplo 3.14 Finalmente, si tomamos:
E; = ((<a,1> 0 <a,1>)|| <{a,a,b},1> || <a,1>) sya

el diagrama de transicion de estados correspondiente a su CTMC puede verse en la
figura 3.10.

Figura 3.10: Diagrama de transicion de estados de la CTMC asociada a Es

3.3 Semantica denotacional

En este apartado vamos a definir una semantica denotacional de redes de Petri

estocasticas para las s-expresiones. Para ello introducimos una clase especial de redes
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de Petri, a partir de las redes de Petri estocasticas [AM89, AMBC*95, AMBD9S]
y las cajas de Petri [BDKOla, BDK98, BDK01b, BK95]. Entonces, los objetos
semanticos que utilizaremos los llamaremos cajas de Petri estocésticas o s-cajas.
Toman la estructura de las cajas de Petri, tomando como soporte las redes de Petri

estocéasticas.

3.3.1 Las s-cajas planas

Recordemos primero la definiciéon de caja en PBC:

Observacion 3.3 ¥ = (S,7, W, \) es una caja si (S,T,W) es una red de Petri, y

A es una funcién de reetiquetacion, definida como sigue:
e \: S —{e i}
donde por convenio llamaremos
YW={seS : As)=e}

Y={seS : As)=uz}

al conjunto de lugares de entrada y salida, respectivamente.
e \:T—B(L)xL

A(t) es una relacion que asocia elementos de £ a bolsas de multiacciones.
De hecho diremos que una caja es plana si V¢ € T', A(t) es una relacion constante,

es decir, un elemento de L.

Las cajas se definen como redes de Petri etiquetadas con las siguientes restricciones:

°Y # () # ¥° (al menos hay un lugar de entrada y uno de salida).

*(°X) =0 = (X°)* (ni llegan arcos a los lugares de entrada, ni salen arcos de

los lugares de salida).

VieT : *t£0#t AN *tNt* =0 (lared es T-restrictiva y pura).

Wi(s,t) € {0,1} A Wi(t,s) € {0,1} Vs € S,Vt € T (red de Petri
ordinaria).
O
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Definicién 3.12 Una caja plana estocastica, o s-caja plana, es una tupla:
Y= (S, T,W,\ pn)

donde ¥y = (S,T,W,\) es una caja plana y pu : T — R' es la funcion que
asocia a cada transicion la razéon de una distribucion exponencial (negativa) que

lleva asociada, esto es, ¥y = (S, T, W, i) es una red de Petri estocastica. O

Una s-caja plana puede estar marcada o no. Al igual que en PBC, el marcado
inicial se denotaré por M, y representard el marcado en el que sélamente los lugares
de entrada estan marcados, cada uno con un token; y el marcado final, denotado
por M,, representara el marcado en el que s6lamente los lugares de salida estan

marcados, cada uno con un token.

Asi, una s-caja plana es una clase especial de red de Petri estocéstica etique-
tada, cuyo comportamiento sigue la clasica regla de disparo de las redes de Petri
estocasticas, en cuanto a transiciones activadas, disparo y marcado alcanzado. En
consecuencia, a nivel funcional es como la red de Petri asociada (con semantica
de entremezcla), y en cuanto a evaluacion de prestaciones, se estudiara la CTMC
asociada a la red de Petri estocastica (ver [AMBCT'95]).

3.3.2 El algebra de las s-cajas

Para poder definir el dlgebra de las s-cajas introducimos en la figura 3.11 una co-

leccion de s-cajas operadores, apoyandonos en las cajas operadores clasicas de PBC.

Las relaciones de reetiquetado p,, C B(SL) x SL que aparecen en la figura 3.11

se definen como sigue:

e piy={{<a,r>},<a,r>)| <a,r>€ SL}

o p={{<a,r>}, <f(a),r>)| <a,r>c SL}

prsa = {({<a,r>}, <a,r>)| <a,r>€ SL A a,a ¢ Ala)}

Psya €s la menor relacion de reetiquetado que contiene a p;q, tal que:

(F7 <o+ {a},r1>) € Psya N (Aa <ﬁ + {a},T2>) S Psya

p[a:} — {(Fa <Oé:7d>) € psya | aﬂa ¢ A(Ck)}
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Figura 3.11: s-cajas operador de sPBC finito

En p,,, tendremos en cuenta observaciones similares a las incorporadas en la Ob-
servacion 3.1; es decir, a la hora de generar nuevas transiciones por efecto de las
sincronizaciones, tomaremos una tnica copia en aquellos casos en las que las tran-
siciones involucradas sean las mismas, para determinar lo cual basta con numerar
las transiciones de partida. Esta observaciéon no era necesaria en PBC, ni en la
semantica operacional, ni en la semantica de cajas, debido a que la duplicacién de
transiciones no nos afectaba en términos semanticos, pero en el contexto de las redes

de Petri estocésticas es evidente que hay que ser méas cuidadoso al respecto.

Para obtener las cajas planas, utilizamos el mismo mecanismo que en PBC,
combinando el refinamiento y el reetiquetado (ver apartado 2.1.3 del capitulo 2). De
esta forma, como usamos s-cajas planas que tienen exactamente la misma estructura

que las cajas planas de PBC, obtendremos también s-cajas seguras y limpias.

La seméantica denotacional se define formalmente mediante el siguiente homo-

morfismo, que asocia una s-caja plana a cada s-expresion estatica:

Bozs(<a,r>) = Ng,>
Bozs(op(Ey, ..., Ey)) = Qo (Bozs(E), . .., Boxs(E,))

Asimismo, tomamos M, como marcado inicial para la s-caja plana asi generada.

A continuacion, mostramos que para toda una s-expresion estatica F, la seméanti-

ca operacional de E y la semantica de la correspondiente s-caja plana son isomorfas.
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Teorema 3.1 Para toda s-expresion estatica F de sPBC finito, el sistema de tran-

siciones ts(E) y el grafo de accesibilidad de la red de Petri estocastica marcada
(Bozs(E), M,) son isomorfos.

Demostracion:

Si prescindimos de la informaciéon estocastica tanto en el modelo algebraico, como
en el modelo de redes, obtenemos el mismo isomorfismo que en PBC, pues en ambos
casos estamos considerando tinicamente la seméantica de orden total (semdntica de
entremezcla). Por lo tanto, la estructura del sistema de transiciones de E y la del
grafo de accesibilidad de la red, a nivel funcional, es exactamente la misma, pues en
ambos casos hemos aplicado el mismo criterio para eliminar las evoluciones "redun-
dantes". Podemos establecer una asociaciéon entre las transiciones que quitamos en
ts(E) y en el grafo de accesibilidad de la red, observando la numeracién realizada
en el algebra (etiquetando las multiacciones de izquierda a derecha, segin el orden
de escritura y concatenando al realizar la sincronizacion), y la realizada en la red,
etiquetando cada transicion de la red exactamente con el mismo nimero que em-

pleamos en el algebra para etiquetar la multiaccion correspondiente. De todo ello

concluimos que los dos sistemas de transiciones son isomorfos.

Asimismo, dado que en ambos casos (4lgebra y redes) los conflictos se resuelven
de la misma forma, esto es, aplicando la politica de competencia (race condition), y
dado que las multiacciones estocasticas obtenidas en el dlgebra y las que etiquetan la
correspondiente transicion en la red son exactamente iguales, obtenemos que ambos

sistemas de transiciones se comportan de la misma forma. O

Corolario 3.1 La CTMC asociada a ts(E) y la CTMC asociada a (Bozs(E), M,)

son isomorfas. O

3.3.3 Ejemplos

A continuaciéon, mostramos las s-cajas planas asociadas a los ejemplos 3.5 a 3.9.

Ejemplo 3.15 Si consideremos el término
By = (<{a},mi>;<{b},72>) O <{c}, 75>

su s-caja plana correspondiente, Box(F;), es la mostrada en la figura 3.12.
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Figura 3.12: s-caja plana de F;

Ademas el grafo de accesibilidad de (Bozs(E;), M,) puede observarse en la figura

3.13, donde hemos considerado:

Me=pi, Mi=py, M,=p3

Figura 3.13: Grafo de accesibilidad de (Bozg,, M,)

Puede constatarse que dicho grafo de accesibilidad es isomorfo al sistema de transi-

ciones de F; (ver figura 3.1).
d

Ejemplo 3.16 Si consideramos el término
Ey =<{a},r1>; (<{b},ro> O <{c},13>)

su s-caja plana asociada, Box(FEs), es la mostrada en la figura 3.14. De nuevo, el

grafo de accesibilidad de (Boz,Es, M,) es isomorfo al sistema de transiciones de Es .

O
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o s

Figura 3.14: s-caja plana de FE,

Ejemplo 3.17 Siendo E3; =< {a},r > | <{a,a},ro> || <{a},r3>, su s-caja
plana asociada, Boxs(FEj3), es la mostrada en la figura 3.15. Una vez mas, el grafo

de accesibilidad de (BozsFE3, M,) es isomorfo al sistema de transiciones de Fs.

© © ©

<a,r; > <Aa,a},ry > <a,rz>

® ® ®

Figura 3.15: s-caja plana de Fj

Ejemplo 3.18 Siendo
Ey = (<{a},r1> || <{a,a},ry> || <{a},r3>)sya= Es3sya

su s-caja plana asociada, Boxs(FE,), es la mostrada en la figura 3.16, donde
ri9 = min{ry,ra}, ro3 = min{ry,r3} v r1o3 = min{ry,ro,r3}. El grafo de accesi-

bilidad de (Boz,(E;), M,) es isomorfo al sistema de transiciones asociado a Ej .
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< {&},7"12 >

< {d},T23 >

/ <{a},rs >

< {CL}, >

Figura 3.16: s-caja plana asociada de Ey

Ejemplo 3.19 Finalmente para
Es = ((<a,1> 0 <a,1>)|| <{a,a,b},1> || <a,1>) sya

su s-caja plana asociada, Box(Es) es la red mostrada en la figura 3.17. De nuevo,
el grafo de accesibilidad de (Bozs(Es), M,) es isomorfo al sistema de transiciones de
Es.

€ €

< {a, b}, ' >5}
\

<A{a,b},1 >34

Figura 3.17: s-caja plana de Ej



Capitulo 4

Una nueva propuesta para la

sincronizacion

Estudiando con detalle el modelo de sPBC introducido en el capitulo 3, encontra-
mos ciertos problemas con la sincronizacién a la hora de obtener una equivalencia
estocastica que fuese una congruencia (ver capitulo 6). Por ello nos planteamos una
propuesta alternativa para la sincronizacion, que conservara en lo posible el espi-
ritu de tomar el retraso de la multiaccion mas lenta al realizar una sincronizacion.
En el primer apartado de este capitulo plantearemos los problemas que provocaron
el cambio en la semantica del operador de sincronizaciéon. En el segundo aparta-
do presentaremos formalmente la semantica operacional con la nueva propuesta, y
en el siguiente, la semantica denotacional, asi como la equivalencia entre las dos
semanticas. Finalmente, haremos una comparativa con otras algebras de procesos

estocésticas y expondremos las limitaciones de nuestra propuesta.

4.1 Problemas con la sincronizacion

En este apartado introduciremos algunos ejemplos que motivaron nuestra decision
de modificar la seméntica de la sincronizacion, y plantearemos la forma intuitiva de

resolverlos.

Nuestra primera idea fue definir una equivalencia estocastica en la que dos
s-expresiones fueran equivalentes si, a nivel funcional pueden realizar las mismas

multiacciones estocasticas y, a nivel de estudio de prestaciones, tienen asociadas
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cadenas de Markov isomorfas. Asi, denotando la equivalencia por ~, perseguimos
que:
<a,r>~<a,r> 0O <a,ro> 0. .0 <a,r,>

siendo r =1y 4+ 194+ -+ 1,, ya que a nivel funcional la s-expresion dinamica inicial
correspondiente a la de la parte izquierda s6lo podria realizar la multiaccién «, al
igual que la s-expresion dinamica inicial correspondiente a la de la parte derecha.
Ademés, como r =1y + 19+ -- -+ 1, entonces la CTMC asociada a las s-expresion
de la parte izquierda es isomorfa a la CTMC asociada a la s-expresion de la parte

derecha. Por otra parte, pretendemos que ~ sea una congruencia.

Informalmente, diremos que dos s-expresiones estaticas £ y F' son equivalentes,
denotado por E ~ F, si los sistemas de transiciones asociados a E y F tienen el
mismo nimero de nodos, pudiéndose establecer un isomorfismo entre los nodos, y
ademas, los arcos que conectan nodos isomorfos en ambos sistemas de transiciones
llevan asociadas las mismas multiacciones, siendo idénticas las CTMCs asociadas
a ambos sistemas de transiciones (salvo el isomorfismo sobre el conjunto de los
estados). Sin embargo, veremos que la relacion de equivalencia asi definida no es ain
una congruencia, por lo que tendremos que enriquecer la definiciéon para conseguir
obtener una relacion que si sea una congruencia (ver capitulo 6). No obstante, esta

relacion es un razonable punto de partida de cara a lograr la equivalencia adecuada.

Ejemplo 4.1 Consideremos:

E, =<{a},2> , Ey=<{a},1>0<{a},1>
F=<{a},3> , FkK=<{a},1>0<{a},2>

Entonces, de acuerdo con la definicion (informal) anterior: E; ~ Ey y Fy ~ Fy,
y también E1 || F1 ~ EQ || FQ.

Sin embargo, si sincronizamos, tomando la menor de las razones para la mul-

tiaccion resultado de la sincronizacion, obtenemos:

(Br || Fr)sya o (Es || Fy) sya

va que en (E || F1) sya hay una nueva multiaccion estocastica, <(), 2>. El sistema

de transiciones de (Fy || F}) sya se muestra en la figura 4.1.
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Figura 4.1: ts( (Ey || F1) sy a)

Sin embargo, al considerar (E; || F3) sy a , cuando sincronizamos se originan cua-

tro nuevas multiacciones estocésticas, cuya suma de razones no es 2:

<{, 1> al sincronizar la primera componente de E5 con la primera de Fb,

<(, 1> al sincronizar la primera componente de Fy con la segunda de F,,

<(, 1> al sincronizar la segunda componente de F5 con la primera de F,,

<(, 1> al sincronizar la segunda componente de F5 con la segunda de Fy.

El sistema de transiciones de (Es || Fy) sy a se muestra en la figura 4.2. Claramente

se ve que las CTMCs asociadas a los dos sistemas de transiciones no son isomorfas.

Figura 4.2: ts((Es || F») sy a) con la primera propuesta para sy
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El punto de referencia del que partiremos después corresponde con las razones
aparentes de PEPA [Hil94a|, que consisten en sumar las razones de las acciones esto-
césticas que tienen asociada el mismo tipo de accion (entre las que puede realizar el
proceso, tanto si estan en el &mbito de un operador paralelo, como si lo esta en el de
una eleccion). A partir de esta idea, nosotros consideraremos las razones de conflic-
to, en las que sumaremos todas las razones de aquellas multiacciones coincidentes
que estén involucradas en una eleccién. En consecuencia, sélo sumaremos las razo-
nes involucradas en las elecciones, no las involucradas en operadores paralelos. Al
sincronizar, como razéon de la nueva multiaccién tomaremos la minima de las razo-
nes de conflicto, pero ponderada con el peso que tiene cada una de las multiacciones

estocasticas envueltas en la sincronizacion dentro de su razén de conflicto.

De esta forma, volviendo al ejemplo anterior, en F5 las dos multiacciones esto-
casticas < {a},1> estan en conflicto (con razon de conflicto 2, que es la suma de
ambas razones), al igual que las dos multiacciones estocasticas <{a}, 1>y <{a},2>

de F, (con razon de conflicto 3). Asi, al sincronizar:

- La primera componente de F5 con la primera de F5, tendremos que la razéon

asociada sera: % . % -min{2, 3}, originando la multiaccion estocéstica <), %>.

- La primera componente de E5 con la segunda de F3, tendremos que la razéon

asociada sera: L.2.

3 - 2-min{2,3}, originando la multiaccion estocéastica <0, 3>.

- La segunda componente de F5 con la primera de F3, tendremos que la razéon

asociada sera: 1-1.

L. 5 - min{2, 3}, originando la multiaccion estocastica <@, 3>.

- La segunda componente de F5 con la segunda de F5, tendremos que la razéon
1

asociada sera: s - % -min{2, 3}, originando la multiaccion estocéstica <), %>.
En consecuencia, la suma de estas cuatro multiacciones estocésticas es 2, coinci-
diendo, ahora si, con la obtenida en (F; || F}) sya. El sistema de transiciones de
(Ey || F») sy a con la nueva propuesta de sincronizacion es el mostrado en la figura
4.3, donde ahora se puede apreciar que las CTMCs asociadas a (E; || F1) sya y a

(Es || F) sy a son isomorfas.

Antes de definir formalmente las razones de conflicto y la nueva seméntica (opera-
cional y denotacional) para la sincronizacion, revisemos un ejemplo que se plantea en
[Rib95]. A través del mismo mostraremos el principal inconveniente que tendriamos

si utilizaramos sin més las razones aparentes de PEPA. El problema consiste en que
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Figura 4.3: ts((Es || F2) sy a) con la nueva propuesta para sy

al definir una seméntica de redes de Petri, las razones de las transiciones podrian
depender en ocasiones del marcado de la red. Mas tarde volveremos a este ejemplo,

planteandolo en términos de sSPBC, y veremos como ha quedado resuelto el problema.

Ejemplo 4.2 Hemos tomado de PEPA |Rib95| este ejemplo, en el que el proceso
Sys se define mediante la composicion paralela de tres componentes: dos de ellos sin
sincronizacion alguna, Comp; y Comps, es decir, independientes, componiéndose el

resultado en paralelo con C'omps, sincronizando sobre las acciones de tipo a:
Sys = (Comp, || Compy) > Comps
{a}

Comp, = (57 )\1)-(047 )\2)
Compy = (o, A3) + (o, \4y)
Compsz = (047 )\5)-(047 )‘6)

Observemos que después de ejecutar (3, A1), se podria ejecutar (a, A9), de modo que
al ser posible esta ejecucion, su razéon asociada debe tenerse en cuenta al calcular la
razon aparente correspondiente a (a, A3). Por lo tanto, si sincronizamos (a, A3) con

(e, A5), obtenemos como razoén asociada para esta sincronizacion:

Rl = Aﬁi—;M : ;—z -min{ g + A3 + Ay, A5}
De modo que en la red de Petri asociada habria que tomar esa razén para la transi-
cion correspondiente a la sincronizaciéon, pero solo en el caso de haber disparado la
transicion correspondiente a (5, A1). Sin embargo, si no se hubiese ejecutado (3, A;),
la razon obtenida habria sido:

A3 A5

Rar = ——2> .22
BTN+ M s

-min{As + Mg, A5}
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De este ejemplo podemos concluir que en la seméantica de red de Petri del modelo
PEPA pueden aparecer transiciones cuyas razones dependen del marcado, lo que sin
duda representa un serio inconveniente a la hora de realizar la traduccion. Por
ello pretendemos evitar este hecho en nuestro modelo. Para ello lo que haremos es
distinguir las multiacciones en paralelo de aquellas que estan en conflicto, afectadas

por una eleccion.

Una vez introducidos los problemas que aparecerian, y disenada informalmente
una posible solucién, nos queda formalizarla. Tenemos, entonces que redefinir la
semantica operacional para el operador sy, redefinir su semantica de cajas y com-

probar que los resultados de equivalencia del teorema 3.1 se mantienen.

4.2 La semantica operacional

Seguiremos manteniendo la sintaxis introducida en el apartado 3.1 del capitulo ante-
rior, pero ahora s6lo consideraremos funciones de renombramiento f que, ademés de
conservar los conjugados, sean biyectivas. Pero para poder conseguir que el operador
de sincronizacion tenga un buen comportamiento, en el sentido de que no importe
el orden en que se aplica la regla de la sincronizacion, (siempre que se obtenga la
misma multiaccion estocastica), es necesario introducir una restriccion sintactica.
Esta restriccion sintéctica consistird en no permitir un paralelo (al mas alto nivel)
en los parametros de una eleccion. En el ejemplo 4.4 se podra apreciar la necesidad
de esta restriccion, para poder garantizar el buen comportamiento del operador de

sincronizacion.

Los términos que cumplan dicha restriccion se llamaran regulares. De aho-
ra en adelante siempre consideraremos términos regulares. Mas formalmente, las
s-expresiones estaticas regulares E son aquellas s-expresiones de sPBC generadas

mediante el siguiente par de expresiones regulares:
D :=<a,r> |D;E|Dsya|Drsa|D[f] | [a:D]| DOD
E :=<a,r> |E;E|Esya|Ersa|E[f] | [a: E]|E||E|DOD

donde llamamos deterministas a los D-términos.

Una s-expresion dindmica es regular si su correspondiente s-expresion estatica lo es,
y el conjunto de las s-expresiones dindmicas regulares operativas serd denotado por
OpReDynFExpr.
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Para redefinir la semantica operacional de sPBC, mantendremos las reglas de
inaccion de las tablas 3.1 y 3.2, las reglas de las transiciones estocasticas de la tabla
3.3, y la regla (Sy1) de la tabla 3.4, pero como después mostraremos, cambiaremos
(Sy2) de la tabla 3.4 por (Sy2’) de la tabla 4.1. Insistimos en que siempre tendremos
en cuenta que solo consideraremos términos regulares. Para poder modificar la regla
de la sincronizacién, primero necesitamos adaptar la definiciéon de bolsa concurrente
a la nueva propuesta de sincronizacion. Veamos por tanto la nueva definicion de

bolsas concurrentes de un término de OpReDynExpr.

Definicién 4.1 Definimos BC : OpReDynEzpr — P(B(SL)), de la forma si-

guiente:

e Si G € OpReDynExpr es final, esto es, G=E, tomamos BC(G) = (.

e Si G € OpReDynFEzpr no es final, atendiendo a la estructura sintéctica de los

términos de OpReDynFEzpr, distinguimos los siguientes casos:

- BC(<a,rm>) = {{<a,r>}}

- Siy € BC(G), entonces: v € BC(G; E), v € BC(FE;G), v € BC(EOG),
v € BC(GOE),y€ BC(Grsa) (cuando a,a ¢ A(v)), v € BC(G sya),
y f(v) € BC(G[f)).

- Si 7y, € BC(G), entonces v, € BC(G||H).
- Si vy € BC(H), entonces vy, € BC(G||H).
- Siy € BC(G), v2 € BC(H), entonces v, + 72 € BC(G| H).

-Siy €BC(Gsya), y <a,ri>, <f,r3> €7, (con <, >#< [, 13> 0
bien son instancias diferentes de la misma multiaccion estocastica en )

con a € A(a), y a € A(f), entonces 7' € BC(G sya), donde:

")/’ = (")/ + {<C¥ D 57R>}) \{<Oé,7"1>,<5,7"2>}

y R es la razén de la nueva multiaccion estocastica, la cual serd definida

mas tarde (ver Regla Sy2’ de la tabla 4.1). -

Como consecuencia de la restriccion sintactica introducida, podemos obtener la
propiedad siguiente, que nos garantiza la ausencia de comportamientos paralelos

dentro de una eleccién.
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Proposiciéon 4.1 Sea G € OpReDynFEzxpr, de forma que existen dos s-expresiones

estaticas regulares Ey, F», tales que:
G = E1 DEQ

Entonces, no es posible que existan <ay,71>, <ag, 72> tales que
{<ai,r1>, <as,r>} € BO(G)

Demostracion:

Como G es regular tenemos que G = D; O D,, donde D; y D5 son deterministas.
Entonces podemos considerar G = D; O D, (respectivamente, G = D; O D,). De
esta forma, se puede aplicar induccion estructural sobre Dy (D,), y con la definicion

de bolsa concurrente obtener la propiedad deseada:

e El caso base corresponde a D =< a,r>, y es trivial, ya que consideramos
G=D,0Dyy BC(G) = {<a,r>}.

e Para D; de la forma D; E, Dsya, Drsa, D[f], y [a : D] sélo necesitamos

aplicar la hipotesis de inducciéon y la definicién de bolsa concurrente.

e Para D, de la forma D;, O D,, podemos repetir el razonamiento, utilizando la

hipotesis de induccion, para asi llegar a la propiedad deseada. O

Para poder definir las razones de las multiacciones estocasticas generadas en
una sincronizacién, es necesario identificar las situaciones de conflicto. En concreto,
para cada s-expresion dinamica operativa regular G, definiremos el multiconjunto de
conflictos asociados para cada instancia de una multiaccion estocastica <a, r>; que
se puede ejecutar desde G, el cual se denotara por Conflict(G,<a,r>;), teniendo
solo en cuenta aquellas multiacciones estocésticas que estan en eleccion con ella con
la misma multiaccion asociada «. Denotaremos este multiconjunto de conflictos por
Conflict(G, <a,r>;), aunque omitiremos el subindice i si esta claro a qué instancia

de <a,r> nos estamos refiriendo.

Definicién 4.2 Definimos la siguiente funcién parcial:
Conflict : OpReDynExpr x SL — B(SL)

la cual para cada instancia i de la multiaccion estocastica <a, r> ejecutable desde G
nos proporciona el multiconjunto de multiacciones estocasticas <a, r'> en conflicto

con ella. La funcién se define por induccion estructural :

!donde omitimos el subindice en <a,r>; para no cargar la notacion.
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1. Conflict (Ko, 7>, <a,r>) ={<a,r>}

2. Si <a,r> es ejecutable en G, y C = Conflict (G, <«,r>), entonces:

(a) Conflict (G5 E,<a,r>) = Conflict (E;G, <a,r>)=C,
(b) Conflict (G||H, <a,r>) = Conflict (H||G,<a,r>) = C,
(

)
)
(¢) Sia,a¢ A(a), entonces Conflict (G rsa,<a,r>) = C,
)
)

d) Para cada funcion biyectiva f, Conflict (G[f], <f(a),r>) = f(C),
(e) Para el operador de eleccion necesitamos distinguir los dos casos
siguientes:
- SiG#E :
Conflict (GO F, <a,r>) = Conflict (FOG, <a,r>)=C
- SiG=F :

Conflict (GO F, <a,r>) = Conflict(FOG,<a,r>) = C +
{ <a,r;> |3H; € OpReDynExpr, H;=F y H,; Pty H! |}
(f) Conflict (G sya,<a,r>)=C,

3. Sea {<ay, 1>, <ag,re>} € BC(Gsya), a€ A(ay), a € Alas) y
Gsya <o Gu oz > o sya obtenida por aplicacion de la regla Sy2’.
Entonces:

Conflict (G sy a, <aj @, ag, R19>) =
{] <oy By g, Ri]’> | <o, Ti>€ Cl, <ag,T;>€ CQ, donde

e T L . ;
RZJ T er(Gsy a,<an,r1>) er(Gsy a,<asz,r2>) ;:Zzlg {CT(G sy a, <ap, rk>)} I}

con Cy = Conflict(G sy a, < ag,r,>), k = 1,2, y er(G, < a,r >), llamado
razon de conflicto para Gy <a,r >, estd definido como la suma de todas
las razones de las multiacciones estocésticas que aparecen en el multiconjunto
Conflict( G, <a,r>p):

cr( G, <a,r>p) = E i,
<a,rj> € Conflict (G,<a,r>y)

donde n; es el nimero de veces que aparece <a,r;> en Conflict(G, <a,r>y).

O

Obsérvese que Conflict(G, <o, r>;) es una funcion parcial, que esta bien defini-

da para cada multiaccion estocastica <a,r>; ejecutable en G. El tnico caso que
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requiere alguna explicacion es cuando tenemos G sy a y una multiaccion estocastica
obtenida desde una sincronizacion: <oy @, s, Ri2>, ya que para ello necesitamos
conocer cr(Gsya, < o;,r; >), para i = 1,2. Entonces, ambas funciones son mu-
tuamente recursivas, y no es dificil comprobar que se trata de una recursién bien
fundada, ya que siempre acabamos llegando al caso de (G sya, < a;,r; >), donde

<, r;> ya es ejecutable desde G.

Ya estamos en condiciones de definir las dos reglas de la seméntica operacional
para el operador de sincronizaciéon de acuerdo con la nueva propuesta. Estas se
muestran en la tabla 4.1. Unicamente hemos modificado la regla Sy2, en ella po-
demos observar que tomamos como razén de la multiacciéon estocéstica generada el
minimo de las razones de conflicto de <ay,r>, <as, r9>, ponderado por un factor,
el cual se introduce para garantizar que la relacion de equivalencia, que formalmente
se introducird en la definicion 6.7 del capitulo 6, es una congruencia (ver teorema
6.1).

<a,r>
(Sy1) G<Z>>H
Gsya — Hsya

(Sy2') Sea {<ai,r1>,<ag,m9>} € BC(Gsya), a € A(ay) , a € A(ag), entonces

<ou,ra> 0 <az,ro>
Gsya =57 Gysya (—)* Gisya ~ =%

<a1@Bq 7R>
Gsya gaaa Giasya

_ 1 . o . : .
R = cr(Gsya,<ai,r1>)  or(Gsya,<az,r2>) Q%g {CT(G 5y a, <@, T1>)}

Giasya

Tabla 4.1: Reglas para la nueva propuesta de sincronizacion

Para abreviar, y abusando en cierta forma de la notacion, denotaremos a la mul-
tiaccion estocastica obtenida por sincronizacion de las multiacciones estocésticas

<ay,r1>y <ag,ry> mediante <y, 171> By <o, To> .

Presentamos a continuacion un ejemplo para clarificar las tltimas definiciones.

Ejemplo 4.3 Consideremos la siguiente s-expresion dindmica operativa regular:
G1 = ((<{a,a},r1>0 <{a,a},ro>)|[(<{a,a},r1>0 <{b},rs>)) sy a

donde, de acuerdo a la propuesta de enumeracion que establecimos en el capitulo

anterior, numeramos las multiacciones estocasticas de izquierda a derecha, segin el
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orden de escritura. Obtenemos entonces:
G1 = ((<{a,a},r1>10 <{a,a},re>9)|[(<{a,a},r1>30 <{b},r3>4)) sy a
de forma que obtenemos:
Conflict(G1,<{a,a},r1>1) = {<{a,a},r1>1,<{a,a},ra>s}
Conflict(G1,<{a,a},ri>3) = {<{a,a},r1 >3}

Por lo tanto,
cr(Gy,<{a,a},r1>1) = 11+ 19
Cr(Gla <{a7 d}a ™ >3) ="
Las nuevas multiacciones estocéasticas que aparecen al sincronizar se numeran con-

catenando las etiquetas de las expresiones argumento, de modo que:

<{a, &},T1>1 Da <{a, &},r1>3:<{a, &},R1>1_3
<{Cl, d},T‘2>2 Da <{Cl, d},T'1>3 = <{Cl, d},R2>2.3

2
i = " .o N
siendo Ry = E—- 2t -min{r) + 7,1} = -
Ry = 22— . L .min{ry + 1o, } = L2
y 2 ri+reo 71 1 2,71 1472

Finalmente, obtenemos:

C’onﬂz'ct ( Gl, <{a, &}, R, >1_3) = {<{a, &}, Ry >13, <{a, &}, R2>2_3}
CT(Gl, <{a, &},R1>1_3) =R +Ry=1m

Podemos observar que <{a,a}, Ry>23 no es ejecutable desde la s-expresion opera-

tiva G, pero si lo sera desde G’;, con G; = G', siendo
) 1> 1

G| = ((<{a,a},ry>1 O <{a,a},re>9)||(<{a,a}l,ri>3 O <{b},r3>4)) sya

Recordemos ahora la definicion de conjunto de alcance de una s-expresion diné-

mica regular.

Definicién 4.3 Para cada G € ReDynEzpr definimos el conjunto de las s-expresiones

dindmicas que pueden ser derivadas a partir de [G]= de la forma siguiente:

G) ={G"|G" € [G)l=}y U{H" € ReDynExpr |3 <ay,r1>,...,<ap, > € SL
conGEG’<O‘1’T>GIEG’1<O‘2’T>...Gn_lz ! <%>HEH’}

n—1

Llamaremos alcance de G a este conjunto [G). O
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Obsérvese que si G es regular, cualquier H € [G) es también regular.

En primer lugar veremos que dadas dos multiacciones estocéisticas de una bolsa
concurrente de (G, los conflictos se conservan a lo largo de la ejecucion. Este lema
se utilizara para demostrar que en una sincronizaciéon no importa el orden con que

se aplique la regla Sy2’ (corolario 4.2).

Lema 4.1 Sea G € OpReDynEzpr y v = {<aq,r1>,<ag, 19>} € BC(G), con

H(-Y) H

<o1,r1> 5 <Qa,ro>

G J

entonces Conflict (G, <ag,1m9>) = Conflict (H*, <ag,r9>).

Demostracién: Por induccion estructural sobre la sintaxis de G.

e Caso base. Nuestro caso base sera G = G || G, con Gy, Gy € OpReDynEzxpr,
<aq,r1> es ejecutable en G y <aw, 79> es ejecutable en G5, ya que partimos
de v = {<ay, 1>, <ag, 13>} € BC(G). Entonces:

G= G| Gy ™™ Gl || Go(—=)" G (|G ™™ G 1| G
Y tomando H = G |Gy, H* =G} || Go y J = G} || G, llegamos a:
Conflict (G || G, <ag,r9>) = Conflict (Ga, <z, 19>) =
Conflict (G || G2, <ag,r9>) = Conflict (H*, <ag,r9>)
con lo cual habriamos resuelto el caso base al llegar a:

Conflict (G, <aq,r9>) = Conflict (H*, <ag, 19>)

e Caso general: Una simple aplicacion de la hipotesis de induccion sobre G’
resuelve los casos de la composicion secuencial (G = G'; E), la restriccion
(G =G'rs a) y el renombramiento (G = G'[f]).

Para el operador de eleccion podemos tener G = G'OF 6 G = FOG'. Debi-
do a la proposicién 4.1 no puede ocurrir que G' = E, para ninguna s-expresion
estatica F, es decir, G' no puede ser inicial, ni equivalente a ninguna expresion
inicial (con respecto a =). Por ello solo necesitamos aplicar la hipotesis de
induccion sobre G’ y la definicion de Conflict, ya que Conflict(G, <ag,r3>) =
Conflict(G', <ag,19>).

Consideremos ahora el caso de la sincronizacion G = G’ sy a, el cual es un

poco mas complicado. Necesitaremos distinguir dos subcasos:
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- Si v € BC(G'), el resultado es inmediato, ya que bastaria aplicar la
hipotesis de inducciéon y la definicion de Conflict, ya que en este caso
Conflict(G, <ag,ro>) = Conflict(G', <awg,m9>).

- Si v ¢ BC(G'), entonces al menos una de las multiacciones estocésticas
de la bolsa ha sido obtenida por sincronizacién, es decir se ha conseguido
aplicando la Regla Sy2'. Entonces podemos proceder por induccion sobre
el nimero de veces que la regla ha sido utilizada. Por simplicidad, consi-
deraremos el caso en que <as,ry> ha sido obtenida al aplicar la Regla
Sy2', (para <ay, 71> se podria razonar de la misma forma, y si las dos se
han obtenido aplicando la Regla Sy2’, entonces deberiamos utilizar una

induccion doble).
Caso base. Consideraremos <ag, 79> = <ah, 15> B, <ah, 14>,
Entonces, {<ay,r1>,<al, rh> <oy, ri>} € BC(G'), vy

<ahy,rh>®a<aly >

G=Gsya 25”7 H'sya(L)*H'*sya:H* J'sya=.J

Entonces, aplicando la hipotesis de induccion sobre G’ para

{<ai, >, <ay,ry>} y {<aq, 1>, <al,rl>}, tenemos que:

Conflict(G, <al, rh>) = Conflict(G', <aly,rh>) = Conflict(H™*, <aly, r5>)
Conflict(G, <all,ri>) = Conflict(G', <all,r>) = Conflict(H'*, <all,r%>)

Y por definicion de Conflict,
Conflict(G, <alb, 15> B, <y, r4>) = Conflict(H*, <ah, 15> B, <ab,T5>)

con lo que tendriamos que la propiedad se cumple.

Caso general. Suponemos ahora que:
<, Ta> = <y, 5> By <ty Th >

donde < af,r] > se ha obtenido aplicando n-1 veces la Regla Sy2' .

Considerando {<ay, >, <al, 14>, <al,rh>€ BC(G) y

<oy, >@a <ty ,rh >

G:G'sya@“’T>H'sya(l>)*H’*sya:H* J'sya=.J

Entonces, por la hipotesis de la induccion interna:

Conflict(G, <ay,ry>) = Conflict(H*, <ay, 14 >)
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y aplicando la hipotesis de la induccién estructural tenemos que:
Conflict(G, <ab,rh>) = Conflict(G', <aly,ry,>) =
Conflict(H*, <oy, ry>) = Conflict(H*, <oy, 75>)

Asi, obtenemos:

Conflict(G, <ab, Th> @, <ab,r)>) =
Conflict(H*, <ab,rh> @, <ah,ry>)

Por lo que concluimos que en todos los casos se cumple la propiedad deseada.
O

Veamos a continuacioén cémo calcular la razéon de la nueva multiaccién estocéstica

obtenida después de aplicar varias veces la sincronizacion.

Proposicién 4.2 Sea G € OpReDynFEzpr, v = {<aq,r>,<az,1m3>,..., <, 1>} €
BC(G), y una serializacion de ~:

<ap,ri1> 1] <a2,r2> <Qp,'n>
G 187 Gy (—)ar T2 T g,

sobre la cual podemos aplicar n — 1 veces la Regla Sy2’ para obtener una tnica

.. <B,R>
transicion de la forma G B—) G, .

Entonces tenemos que:

e R= - min {er(G, <ap,r>
(ZL cr (G, <ag, ri>) k:l,...,n{ (G, <k, mi>)}

o cr(G,<B,R>)= min {cr(G,<ag,r>)}

=1,..,n

Demostracion:

Procederemos por induccién sobre la cantidad n (ntimero de multiacciones estocas-

ticas en la bolsa, contabilizando repeticiones).

e Caso base: (n=2)

Solo tenemos que aplicar la Regla Sy2’ una vez. Partimos de

{<ay,m1>,<as, 3>} € BC(QG)

<ai,ri> 0 <az,r2>
G a1,r1 Gl( )*G,{ Q2,72 G12
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Entonces, por definiciéon de R,

1 Ty

R= : - mi G, <a, ;>
cr(G, < ag,ry >) or(G, < ag, e >) gig {er(G, <ai,ri>)}

Ademas, aplicando la definicion de Conflict para el operador de sincronizacion,
llegamos a que cr(G,<f, R>) = min {cr(G, <a;,r;>)}.
i=1,2

=1,

Caso general: Sila Regla Sy2’ se ha aplicado n — 1 veces (n > 2), entonces

tenemos:
<5: R> - <51: R1> 6911 <52: R2>

donde <3y, Ry > se ha obtenido después de aplicar k£ — 2 sincronizaciones, y
la otra multiaccion estocéstica, <[y, Ry>, después de n — k sincronizaciones.

De esta forma, podemos aplicar la hipotesis de inducciéon en ambos casos y

obtener:
R, = . ' G, <aj, ;>
A cr(G, <ag,ri>) z‘:{,n..ﬂfl {er(@, <airi>)}
Ry =Tl T n {er(G,<apri>)}
= - min {er ;T
2 cr(G, <, 1;>)  izkyn oo
y
cr(G,<p1,Ri>)= min {cr(G,<a;,r>)}
=1, k—1
cr(G,<fa, Re>) = min {cr(G,<a;,1;>)}
i=k,...,n

Aplicando la definicion de sincronizacion para ambas multiacciones estocasti-

cas, tenemos que la nueva razom es de la forma:

R1 R2 .
cr(G,<B1, Ri>) cr(G, <P, Ry>) Zgg {er(G,<p )}
con lo cual,
R = (ﬂ- Tk min  {cr(G, <ag,m>)}

k=1 cr(G, <ag, Ty >)) . k=1,...n

y er(G,<B,R>) = kmin {er(G, <ag,m>)}. -
=1,...,n

La siguiente proposicion, que ya habiamos enunciado para la primera propuesta

de sincronizacion, muestra que para cualquier s-expresion dindmica operativa regular

G de sPBC finito, y cualquier bolsa concurrente de multiacciones estocésticas de G,

cualquier serializacion de la bolsa puede ejecutarse a partir de G.
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Proposiciéon 4.3 Dada una s-expresion dinamica operativa regular G, v € BC(G),
y una serializacion de las multiacciones estocésticas de v: <aq,7m1> ... <Qp, >,

entonces existe una secuencia de transiciones de la forma:

G M G (D) @ 2T gy (LG 2 (DG, T

n

Ademas, todas las s-expresiones G’ obtenidas por la serializacion de 7 son equiva-

lentes con respecto a =.

Demostracion:

Es el mismo razonamiento que ya hicimos cuando demostramos esta proposicion
en el capitulo anterior para la propuesta primera de sincronizacion (ver proposicion
3.1). Tan s6lo es necesario precisar que al sincronizar las razones no varian con el

orden en que se hagan las sincronizaciones, segiin establece la proposiciéon 4.2. O
Teniendo en cuenta la proposiciéon anterior tendremos el siguiente corolario.

Corolario 4.1 Sea G € OpReDynEzxpr, v € BC(G), y una serializacion de las
multiacciones estocésticas de v de la forma: <aq,r1> . <@g, ro> ... <y, T,> .

Entonces existe una secuencia de transiciones:

G M Gy (D)6t gy (D) as e (D S @

n—1

con Conflict (G,<a;,r;>) = Conflict (Gf |, <ay,1;>), parai=2,...,n.
Ademas, todas las s-expresiones obtenidas por la serializaciéon de v son equivalentes

con respecto a =.

Demostracion:

Es una consecuencia inmediata de la proposiciéon anterior y del lema 4.1. O

Ademas, la sincronizaciéon se puede generalizar cuando se sincroniza sobre dife-

rentes acciones, obteniéndose asi el siguiente resultado.

Corolario 4.2 Sea G € OpReDynExpr, v = {<aq,r1>,00,19>, ..., <y, >} €
BC(G), y dos permutaciones del conjunto {1,---,n}: {iy, - i} v {j1, . Jn}-

Suponiendo que hay dos serializaciones de ~:

<@y ,Tiq > 0 <@Qigy,Tig> <Qigy o Tig >

G Lt Gl(—>)*G>{ 2530 o Gn
<0y sTjp > 0 <@g,y > <aj, i >

G (:3(—))*(;'1* Lo g G;l
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sobre las cuales podemos aplicar n— 1 veces la Regla Sy2’ (para las mismas acciones

ai,...,a, 1, tal vez repetidas, pero el mismo namero de veces en los dos casos),
., L. .., <Bi,Ri> <Bj,R;j>

obteniéndose en cada caso una unica transicion G ==~ G, vy G =~ G,

respectivamente. Entonces:

GHEG; y <5i,Ri>:<ﬁj,Rj>

Demostracion:

A partir del corolario 4.1 tenemos que G,, = G),. Por otro lado, tenemos f3; = 3;,
de la definicién de la sincronizaciéon de multiacciones. Finalmente, R; = R; se
obtiene aplicando la féormula descrita en la proposicion 4.2 para el calculo de la

razomn de la multiaccion obtenida por efecto de una sincronizacion. O

El lema siguiente, de caracter técnico, nos sera de utilidad en el capitulo 6,
donde probaremos que una cierta relacion de equivalencia que alli introduciremos es

realmente una congruencia.

Lema 4.2 Sea G € OpReDynExpr, y <a,r> ejecutable en G, con
Conflict(G, <a,r>) = {<a,r>,<a,r>,...,<a,r,>}

Entonces, para cada <a,r;> € Conflict(G, <a,r>) existe G; € OpReDynExpr, con
G; =G, <a,r;> ejecutable en G;, y Conflict(G;, <a,r;>) = Conflict(G, <o, r>).
Demostracidn:

Procederemos por inducciéon estructural sobre la sintaxis de G.

e Caso base. Consideraremos G = <a,r>.

Este caso es inmediato, ya que Conflict(G, <a,r>) = {<a,r>}.

e Caso general. Aplicando la hipotesis de induccidén se resuelven los casos
correspondientes a los operadores de composicién secuencial, restricciéon, re-

nombramiento y paralelo.

Para el operador de la eleccion, (G = G'OF 6 G = FOG'), necesitamos

distinguir dos casos:
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- Si G’ £ E, para toda s-expresion estatica regular E, entonces sélo te-
nemos que aplicar la hipotesis de induccion sobre G’ y la definicion de

Conflict, para obtener la propiedad.

- Si G’ = E para alguna s-expresion estéatica F, entonces también necesi-
tamos diferenciar dos subcasos:

. Si<a,r;> € Conflict(G', <a,r>), entonces basta aplicar la hipotesis
de induccion para obtener la propiedad.

. Si <a,r;>¢ Conflict(G', < a,r >), entonces debido a la proposi-
cion 4.1, existe alguna s-expresion dinamica operativa H;, H; = F,
tal que <a,r; > es la tnica multiaccion estocastica ejecutable des-
de H;. Si ahora consideramos G; = EOH; (6 G; = H;OFE en
el caso simétrico), se tiene que G; es operativa, G; = G y ademaés
Conflict(G, <a,r>) = Conflict(G;, <a,1;>).

Para el operador de sincronizacion, G = G’ sy a, el razonamiento es algo mas

complicado, y tenemos que diferenciar de nuevo los diferentes casos posibles:

- Si <a,r> es ejecutable en G', entonces bastaria con aplicar la hipotesis

de induccion para obtener la propiedad deseada.

- En otro caso, <a,r> se ha obtenido al aplicar la Regla Sy2’. Aplicamos
entonces un razonamiento inductivo sobre el niimero de veces que Sy2’se

ha aplicado hasta obtener <a,r>:
. Caso base. Suponemos que <a, > se ha obtenido tras aplicar Sy2’
una sola vez. Entonces podemos tomar:

<o, r>=<a, 1> O, <ag,r">

de lo cual se sigue que {< ay,7’ >, < ay,r" >} € BC(G'sya), y

entonces:

<as,r!">
257 "M sya

G sya <an> sy a(l))* a sya
Ademés,
C, = Conflict (G'sya, <ay,r'>) = Conflict (G, <ay,r'>)

y por el corolario 4.1:

Cy = Conflict (G sya, <ay,r">) = Conflict (G'' sya, <ap,r">) =
Conflict (G', <ay,r">) = Conflict (G, <ay,1">)
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Si <a,r;> € Conflict (G, <a,r>) entonces
<, ri> =<y, > By <ag, 1>,

con <ap,ri>€ Oy <ag,r!>€ Cy. Como en G' debemos de
tener un operador paralelo, entonces podriamos aplicar la hipotesis
de induccién sobre cada componente del mismo para asi concluir que
existen algunas s-expresiones dindmicas operativas Gy,, con G, = G',

de forma que {<ay, 7>, <ay,r!>} € BC(Gy,), y:
Conflict (Gy,, <ay,ri>) = Cy,  Conflict (Gy,, <ag,ri>) = Cy

Entonces, tomando G; = G}, sy a, obtenemos que G; es operativa,

G; = G, <a,r;> es ejecutable en G;, y:
Conflict(G;, <a,r;>) = Conflict(G, <a,r>)

. Caso general. Suponemos que <a,r> se ha obtenido después de

aplicar n veces la Regla Sy2’. Esto es:
<o, r>=<a, 1> O, <ag,r">

donde <y, r > se ha obtenido después de aplicar k veces la Regla
Sy2’, y < as,r" > se ha obtenido después de aplicar n-k veces la
Regla Sy2’. Ahora podriamos aplicar la hipotesis de induccion sobre
<aq,r' >y sobre <y, r"” >, y proceder como en el caso base para

concluir la propiedad buscada.
(I

A continuacion presentamos una serie de ejemplos. El primero de ellos pone de
manifiesto la necesidad de la restriccion sintactica que hemos introducido. Conside-
raremos una s-expresion dindmica no regular, en la cual aparece un paralelo dentro

de una eleccion y veremos los problemas que surgen.

Ejemplo 4.4 Consideremos la siguiente s-expresion dinamica operativa y no reqular:

Gy = (((<{a}, ri>||<{a},ro>)0 <{a},r3>)||<{a,a},rs>) sy a

desde la cual se sigue que:

{<{a},r>,<{a},ro>,<{a,a},ry>} € BC(Gs)
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Entonces, de acuerdo a la definicion de bolsa concurrente basada sobre las razones

de conflicto, tenemos que:
v ={<{a},r1>,<{a}, Ryy>} € BC(Gy)

donde Ry = U’"TQ” -min{ry + r3,74}.

Sin embargo, no toda serializacion de vy es ahora posible desde G, ya que <{a}, Ros>

no puede ser ejecutada desde G, donde:

<qat,r1>
{a},r1

G G,
Gy = ((<{a}, ri>|[<{a},r2>)0 <{a}, r3>)||<{a, a},r4>)sya
Lo que si podemos ejecutar desde G} es <{a}, Ry, >, con Ry, = min{ry,r4}, pero

en general tenemos, sin embargo, que Ry # R),. O

El siguiente ejemplo muestra que si cumplimos la restriccion sintactica introdu-

cida, entonces no importa el orden en que se realicen las sincronizaciones.

Ejemplo 4.5 Consideremos la siguiente s-expresion dindmica operativa:
G = <a,ri> || <{a,a},ro>||[(<a, 3> 0 <a,r4>) sya
con v = {<a,r>,<{a,a},ro>,<a,r3>} € BC (G3). Tenemos:

Conflict (G, <a,r1>) ={<a,r1 >}, cr (Gs,<a,r>) =1
Conflict (G5, <{a,a},ry>) = {<{a,a},ra>}, cr(Gs,<{a,a},ra>) =19
Conflict (G3, <a,r3>) = {<a,r3>, <a,ry>}, cr (Gs,<a,r1>) =713+714

Llamando:

Hy = <a,1> ” <{d’ d}7r2> ||(<a,r3> O <aaT4>) Sy a,
Hip = <a,m> | <{a,a}, 2> |[(<a;m3>0 <a,r4>) sya,

Hioz = <a,rm> || <{a,a},r>||(<a,rs>0 <a,r4>) sya

Aplicando (Sy2') tendriamos:

<a,r1> <{a,a},ro>
G; — H, — Hj
<a, Ri2>
Gs Hy,

con Ry = min{ry,ma} y Conflict (G3, <a, R12>) = {<a, R12>}.
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Volviendo a aplicar (Sy2') obtenemos

<a,R12> <a,'ri>
G3 ? H12 H123
<0,Ri13.3>
H =3 Hys

con

Ry T3 . T3 .
_ mzn{ng,r3+r4} =" mZﬂ{Tl,T2,7“3+T4}
R12 7"3"—7“4 T3+7“4

Es facil comprobar que en los demaés casos en los que se pueda aplicar dos veces
la Regla Sy2’ a partir de una serializacion diferente de 7, las razones coinciden con

Ri5.3, es decir:

R319 = Ri93 = Roz 1 = Rias U

El (multi)sistema de transiciones asociado a una s-expresion dindmica que vi-
mos en el capitulo anterior (definicion 3.11) sigue siendo valido en esta propuesta,
teniendo en cuenta la nueva regla para la sincronizacion. Ademaés seguiremos apli-
cando el criterio expuesto en la Observacion 3.1, a la hora de generar dicho sistema
de transiciones. Asi, en el ejemplo anterior s6lo se computarda un tnico arco de la

forma:

(G3, <0, Ry95>, Hio3)
El sistema de transiciones asociado a G5 se muestra en la figura 4.4.

En el sistema de transiciones asociado a (3 las s-expresiones dindmicas que nos

faltaban por definir son:

Hy = <a,r> || <{a,a},ro>||(<a,r3>0 <a,ry>) sya,

Hs = Za, > || <{a,a},ro> ||(<a, 73> O <a,r4>) sya,
His = <a,m> || <{a,a}, > ||(<a,r3>0 <a,r4>) sya,
Hy = <a,ri> || <{a,a},ro> ||(<a,r3> O <a,r4>) sya,
Higs = <a,r> || <{a,a},r>||(<a,r3>0 <a,r4>) sya

y las nuevas razones originadas al sincronizar:

Ry 9 = min{ry,ro},

— T3 y — T4 y
Ry = - -min{ry,r3 + 14}, Roq = e -min{ra, r3 + 14},
— r3 ; — T4 y
Riog = - -min{ri,ro,r3 + 14}, Rioa = - min{ri, ra,r3 + 14}
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<0,R124>

< 0,R1.2.3 >

Figura 4.4: Sistema de transiciones asociado a G

Se sigue utilizando la politica de competencia expuesta en el capitulo anterior,
de modo que el proceso estocéstico asociado a una s-expresién dindmica regular E
sigue siendo una cadena de Markov de tiempo continuo. La CTMC asociada a E se
obtiene a partir de ¢s(E) de la misma forma que expusimos en el capitulo anterior:
los nodos y los arcos se conservan, y si s6lo hay un arco entre dos nodos, éste se
etiqueta con la razéon asociada a la multiacciéon estocéastica que etiquetaba el arco

en ts(E), mientras que si hay dos o mas arcos entre dos nodos en ts(FE), los unimos

en uno unico, etiquetado con la suma de las razones.

Ejemplo 4.6 Retomemos nuestro ejemplo introductorio (ejemplo 4.1). En él con-

siderdbamos:
E, =<{a},2>, Ey=<{a},1>0 <{a},1>

F =<{a},3>, F, =<{a},1>0<{a},2>

Es facil comprobar que el sistema de transiciones de (Fs | F3) sya es el mostrado
en la figura 4.3, ya que a partir de (Es || F») sya se pueden obtener las siguientes

cuatro s-expresiones dinamicas operativas, en las que hemos enumerado las cuatro
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multiacciones estocasticas de acuerdo a nuestro criterio habitual (de izquierda a

derecha, segtn el orden de escritura):
Jp = <{a},1>10 <{a}, 1>, || <{a}, 1>30 <{a},2>,4

Jy = <{a},1>10 <{a}, 1>, || <{a},1>3 O<{a},2>,

J3 =<{a}, 1> O<{a}, 1>q|| <{a},1>30 <{a},2>,4

Jy =<{a}, 1> O<{a},1>4|| <{a},1>;3 O<{a},2>,

con
{<a,1>1,<a,1>3} € BC(J;)
{<a,1>1,<a,2>4} € BC(Js)
{<a,1>9,<a,1>3} € BC(J3)
{<a,1>9,<a,2>,} € BC(Jy)
Conflict(Jy, <a,1>1) = {<a,1>1,<a,1>5}, cr(Jy, <a,1>4
Conflict(Jy, <a,1>3) = {<a,1>3,<a,2>4}, cr(Jp,<a,1>3
Conflict(Jy, <a,1>1) = {<a,1>1,<a,1>3}, cr(Ja, <a,1>4
Conflict(Jo, <a,2>,) = {<a,1>3,<a,2>4}, cr(Jy, <a,2>4
Conflict(J3, <a,1>9) = {<a,1>1,<a,1>3}, er(Jy, <a,1>9
Conflict(J3, <a,1>3) = {<a,1>3,<a,2>4}, cr(J3, <a,1>3
Conflict(Jy, <a,1>5) = {<a,1>1,<a,1>5}, cr(Jy, <a,1>
Conflict(Jy, <a,1>,) = {<a,1>3,<a,2>4}, cr(Jy, <a,2>4
Y asi:

e A partir de J; se podria aplicar la Regla S32’ obteniendo la nueva multiaccion

estocstica: <0, 3>13,

e A partir de .J, se podria aplicar la Regla 532’ obteniendo la nueva multiaccion

estocastica: <0, 2>,

e A partir de J;3 se podria aplicar la Regla 532’ obteniendo la nueva multiaccion

estocastica: <0, 3>,3,

e A partir de J, se podria aplicar la Regla 542’ obteniendo la nueva multiaccion

estocastica: <0, 2> 4.

De esta forma se consiguen cuatro arcos de la forma:

((EQHF?) Sya:<®:7di>:(E2||F2) Sya)

W N W N W N W N
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cuya suma de razones es 2. El diagrama de transicion de estados de la CTMC

asociada a (FEy || F2) sy a es el mostrado en la figura 4.5.

Figura 4.5: Diagrama de transicion de estados de la CTMC asociadaa (FEs || Fy) sya

O

Ejemplo 4.7 Volviendo a considerar el ejemplo tomado de PEPA que fue expues-
to en el ejemplo 4.2, utilizando ahora la sintaxis de sPBC y cambiando « por a,

tendriamos:
Sys =[a: (Comp, || Compy || Comps) |

Compy =<f, A\1>; <{a}, \o>

Compy =<{a}, \3> 0O <{a}, \y>

Comps =<{a}, \s>; <{a}, ¢ >
Podemos sincronizar < {a}, A\3> con <{a}, A\5>, obteniendo como razén asociada
para la multiaccion de sincronizacion:

A3 A5 )
= R A Ad, A
Sl min{As + Mg, A5}

R35

Obsérvese que esta razon es independiente de que ya se haya ejecutado o no previa-
mente la multiaccion estocéstica < 3, A\ >, ya que <a, A3> y <a, Ay > no estaran

nunca en conflicto. O

4.3 Semantica denotacional

Ahora tenemos que adaptar la seméntica denotacional introducida en el capitulo an-
terior a la nueva propuesta de sincronizacion. Conservaremos los objetos semanticos

(las s-cajas) que habiamos definido alli, pero ahora necesitamos méas informacion
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asociada. En concreto, para cada transiciéon obtenida composicionalmente necesi-
tamos conocer qué transiciones estan en conflicto con ella, para asi poder calcular
su razon de conflicto. Seguimos la estrategia ya expuesta con anterioridad, basada
en la enumeracion de multiacciones: enumeramos las multiacciones estocasticas de
izquierda a derecha, seglin aparezcan en la sintaxis de la s-expresion estatica regu-
lar, y esta numeracion se conservara en la correspondiente transicion de la red de
Petri que tenga asociada. Solamente aparecen nuevas transiciones en la red de Petri
que no llevan asociada una multiaccién estocastica en la sintaxis, en el caso de la
sincronizacion. Estas nuevas transiciones se enumeraran con la concatenaciéon de
las enumeraciones de las transiciones (multiacciones estocasticas) argumento de la

sincronizacion.

Para poder definir la funcion semantica que asocia una s-caja plana a cada tér-

mino regular de sPBC finito, consideraremos las funciones siguientes:
n:T—N 'y k:T— P(N)

donde para cada transicion ¢ € T, n(t) nos dara la enumeracion de ¢ de acuerdo a
nuestro criterio, y x(t) representara el conjunto de transiciones que estén en conflicto
con t. Esas funciones se van a definir de forma estructural, a la vez que construimos

la correspondiente s-caja plana.

Ademas, para cada t € T, necesitaremos definir también su correspondiente

razon de conflicto, que denotaremos por cr(t):

)= nlty)

n(tj)er(t)

La estructura de la red se obtiene como en PBC, y de la misma forma que ex-
pusimos en el capitulo anterior, combinando refinamiento y reetiquetado. En conse-
cuencia, las s-cajas asi obtenidas seguiran siendo seguras y limpias, cuando partimos
del marcado inicial M,. Asi, la semantica denotacional para una s-expresion regular

estatica se define formalmente mediante el siguiente homomorfismo:

Bozs(<a,r>;) = Negrs,
Bozs(op(Ey, ..., Ey,)) = Qop(Bozs(EL), ..., Boxs(Ey))

Pero debemos definir a la vez los valores de n y s para cada transiciéon obtenida de
la red de Petri.
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t;
o Box, (<a,r>;) = Neag>: = @—'@
donde n(t;) =i y k(t;) = {i}.

Para los restantes operadores de sPBC finito, las s-cajas operadores son las mis-
mas ya descritas en el capitulo anterior (figura 3.11), y las funciones de reetiquetado
pop © B(SL) x SL que aparecen en dicha figura siguen siendo las mismas, salvo
en el caso del operador de sincronizacion, que posteriormente expondremos. Por lo

tanto:

. pia={{<a,r>}, <a,r>)| <a,r>€ SL}
copy =A< >} < fla),r>) | <a,r>e SL}
prsa = {({<a, 7>}, <a,r>) | <a,r>€ SL A a,a ¢ A(a)}

De esta forma, las correspondientes funciones semanticas se definen como se
muestra a continuacion, donde consideraremos que Boxs(E;) = (S;, Ty, Wi, Ai, ;) es
la s-caja plana correspondiente a F; y n;, k; son, respectivamente, las funciones de

enumeracion y conflicto para T;, 1 = 1, 2.

e Boxs(E;; Ey) = Q.(Boxs(E,), Boxs(Es))
Se puede observar que en esta definicién no se introducen nuevas transiciones,
ni nuevos conflictos; por lo tanto conservaremos la enumeracién y conflictos
que ya tenfamos. Formalmente,

mﬂ:{m@ site Ty mw:{“@ site Ty

m(t)  siteTy ko(t)  siteTy

o Box,(E || Ey) = Q(Boxy(E), Boxs(E3))
Estamos en el mismo caso que antes, no se introducen nuevas transiciones, ni
nuevos conflictos, por lo que n y x se definen exactamente igual que antes:

Mﬂz{mw siteT, “ﬂ:{m@ siteT,

m(t) siteT ro(t)  site Ty

o Box,(E:[f]) = Qi (Box, (E) )

Solo cambiamos la etiqueta de algunas multiacciones, y como sblo conside-
ramos funciones biyectivas, tenemos que se conservan los conflictos y la enu-
meracion. Formalmente:

n(t)y=m(), VteT, v «k(t)=r(t), Vtel
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e Box (E,0Ey) = Qq(Boxs(E,), Boxs(E,))

Con este operador no se introducen nuevas transiciones, por lo que se con-
servara la enumeracion de las transiciones. Sin embargo, pueden introducirse
nuevos conflictos. En concreto, aquellas transiciones de 77 con precondicién
en °Box,(E) entraran en conflicto con aquellas transiciones de 75 con precon-
dicion en °Bozg(Fy). Como trabajamos con términos regulares, Boxs(E,) y
Boxg(Es) tendran un unico lugar de entrada, y de esta forma Box,(E; O E,)
tendra también un tnico lugar de entrada. Formalmente:

(o) = { mt) siteT

72 (t) sit € Tg

k1(t) Uke(t) sit €T, *t € °Boxs(E1), 3t € Ty, *t' € °Boxs(Es), A(t) = A(t)

(®) (E1)
k1 (t) sit € Ty, *t € °Boxs(E,), At € Ty, *t' € °Boxs(E,), A(t) = A(t)

(t) = K1 (t) sit € T, *t ¢ °Boxs(E)
ko(t) Uk (') sit €Ty, °t € °Boxs(Esy), 3t € T, *t' € °Boxs(E1), A(t) = ()
Ka(t) sit € Ty, *t € °Boxs(E,), At' € Ty, *t' € °Boxs(Ey), A(t) = A(t)

[ r2(t) sit € Ty, *t & °Boxs(E,)

Se puede observar que k(t) esta bien definida en el primer y cuarto caso, debido
a que los valores de ky(t') con t' € Ty, *t' € °Box(Es), A(t) = A(t'), son todos

iguales, lo que sucede de forma analoga en el otro caso.

® BO.CL'S(El rs a) = Qrsa (BOJZ’S (El) )

Con este operador eliminamos todas las transiciones etiquetadas con una mul-
tiaccion que contenga a la accion a (6 @). Esto no va a afectar a la enumeracion
de las transiciones no eliminadas, que siguen conservando la que ya tenfan.
Tampoco va a afectar a los conflictos de las transiciones no eliminadas, ya
que recordemos que en «(t) todos los elementos tienen la misma multiaccion

asociada, asi, si se elimina uno de ellos, se eliminan todos.

nt)y=m@),te€Ti,a,a g \t) vy k() =ri(t), teTi, aaé& \t)

° BO.ZES(El Sy a) = sta (BO.TS (El) )

Tomamos ahora la siguiente relacién para la sincronizacion: pg,, C B(L) x L

es la menor relacion de reetiquetado que contiene a p;y y ademés cumple que:
(Ca+{a}) €pya A (A B+{a}) €pya) = T+Aa+5)€ pya

De esta forma, p,, permite obtener la estructura de la red (donde se han

podido originar nuevas transiciones), asi como las multiacciones con que se
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etiquetan dichas transiciones. Si t; € Bozs(FE;) entonces t; € Boxs(F1 sy a),

conservando su multiacciéon, razén, enumeracion y conflictos. Esto es,
At) = M(t), p(t) = m(t), n(t) =m(t), k(1) = ki(th)

Ahora, para cada t1,ty € T1, con \(t;) = a+{a}, A\i(ta) = f+{a}, se origina

por sincronizacion una nueva transicion ¢, cuya multiaccion asociada, A(t), es
AMt)=a+p
y su razon, pu(t), se calcula en la forma siguiente:
pi(t) palta)
O s SAVAP L LCCYA t t
u(t) oty or(h) min{cr(ty), cr(ta)}

Ademas, para definir 7 y x hemos de tener en cuenta nuestro criterio de enu-

meraciéon por concatenacion:

n(t) =m(t1) . m(t2)
k(t) = ki(t1) @ k1(t2) = {n1.n9|ny € K1(t1), N2 € Ka(t2) }

Para no introducir transiciones redundantes, que a nivel de prestaciones cam-
biarian la CTMC asociada, s6lo consideraremos en la s-caja plana una de las
posibles transiciones originadas por sincronizacion (con diferente orden) sobre
el mismo conjunto de transiciones; es decir no repetiremos transiciones que

tengan la misma enumeracion, aunque en diferente orden.

Veamos ahora algunos ejemplos, con sus respectivas traducciones a s-cajas.

Ejemplo 4.8 Consideremos de nuevo el ejemplo 4.5:

Es = (<{a},r1> || <{a,a},ro> ||(<{a},r3> 0O <{a},rs>)) sya

La s-caja plana correspondiente es la mostrada en la figura 4.6, donde:

n(t) =1, K(t) = {1}, n(tz) =2, £(t2) = {2},

n(ts) =3, k(ts) = {3,4}, n(ta) =4, k(ts) = {3,4},

n(t12) = 1.2, k(t1.2) = {1.2}, Rio = min{ry,ra}

n(ta.3) = 2.3, k(to.3) = {2.3,2.4}, Ry3 = T;i’” ~min{re,r3 + 14}
N(to.a) = 2.4, K(to.4) = {2.3,2.4}, Ryy = T3:1‘r4 -min{ra, T3 + 14}
N(t123) =1.2.3, k(t123) ={1.2.3,1.24}, Ri93 = r3+r4 cmin{ry,ro, 3 + 14}
N(ti2.4) =1.24, kK(t124) ={1.2.3,1.24}, Rigs = 5 - min{ri,ro, 73 + 14}
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e ¢ oy to.4Y -
e (SR

v'
ta ta
'( é&{a}7r3>|<{a},r4>|

—~

Figura 4.6: s-caja plana de Ej3

Ejemplo 4.9 Si consideramos ahora la s-expresion estatica regular:
E, = ((<{a,a},r1> 0 <{a,a},ro>)|[(<{a,a}l,r1> 0 <{b},r3>)) sya

que corresponderia a la s-expresion estatica asociada a la s-expresién dinamica ope-

rativa (G; del ejemplo 4.3, su s-caja plana asociada es la mostrada en la figura 4.7,

t13

A 193
<da,a}, Ri3 > 2
{ ’ }’ L3 < {CL, &},Rglg >
tl A ity / t4
<A{a,a},r > <A{a,a},ry > <A{a,a},r > < bry>

Figura 4.7: s-caja de E;
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donde:
n(tl) = 17 H(tl) = {1’2}7
U(t2) =2, ’%(tQ) = {L 2}7
n(ts) = 3, K(t3) = {3},
n(ts) = 4, K(ta) = {4},
n(tiz) = 1.3, k(trs) = {1.3,2.3},
Ris = -min{ri +ra,m} = TIETQ,
n(te3) = 2.3, K(tas) = {1.3,2.3},
R2.3 = 1"17157‘2 - mZ"ﬂ{Tl + Ta, 7"1} = %

([
Retomemos de nuevo el ejemplo tomado de PEPA (ejemplo 4.2),
Ejemplo 4.10
Sys =[a: (Comp, || Compy || Comps) |
Compy =<, \1>; <{a}, \a>
Compy =<{a}, \s> O <{a}, \y>
Comp3 :<{d}7 )‘5>1 <{&}7 )‘6 >
Su s-caja plana asociada es la mostrada en la figura 4.8,
©
151
< B, > lo.s
< (Z), R25 >
l45
7 < @, Rys >

Figura 4.8: s-caja plana de Sys
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donde

n(t) =1,  w(t)={1}

n(tas) = 2.5, k(tas) = {2.5} Ry 5 = min{)s, A5}

N(tes) = 2.6, kK(tas) = {2.6} Ry = min{ s, \¢}

N(tss) = 3.5, kK(tss) = {3.5,45} Rss = 25zmin{s + Ay, As}
N(tse) = 3.6, k(tse) = {3.6,4.6} Rsg= 725 min{As + Ay, Ag}
N(tas) =45, K(tas) = {3.5,45} Rus = 325 min{ds + Ay, A5}
N(tse) =46, k(tse) = {3.6,4.6} Ryg= 525 min{As + Ay, As}

O

Finalmente, observemos que seguimos teniendo el mismo teorema enunciado en
el capitulo anterior (teorema 3.1), que nos garantiza la equivalencia entre las dos

semanticas.

Teorema 4.1 Para cada s-expresion estatica ' de sPBC finito, el sistema de tran-

siciones ts(E) y el grafo de accesibilidad de la red de Petri estocastica marcada
(Bozs(E), M,) son isomorfos.

Demostracion:

Es inmediato, dado que lo tinico que hemos variado es la razon de las nuevas tran-
siciones originadas por sincronizacion, y dado que hemos tomado el mismo criterio
en la seméntica operacional y en la seméntica de cajas, entonces se sigue mante-
niendo el isomorfismo entre el grafo de accesibilidad de la s-caja, considerando el

marcado inicial y el mencionado sistema de transiciones. O

4.4 Algunas observaciones sobre la sincronizacion

En nuestra propuesta hemos considerado el multiconjunto Conflict(G, <ca,r>;), en
el cual G es operativa y <a,r>; es ejecutable en G, de modo que en dicho mul-
ticonjunto tendremos aquellas multiacciones estocasticas, con multiaccion asociada
«, envueltas en eleccion con <a,r>;. Cierto es que, nuestra primera idea no fue
evidentemente esa, sino considerar en conflicto con respecto a G 'y <a,r>; a toda
multiaccion estocastica que estuviera en eleccidén con <a,r>;, tuviera o no la mis-
ma multiaccion asociada. Veamos los problemas que esa definicion origina; para ello

llamaremos Conflict2 a la funcién asi definida.
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Ejemplo 4.11 Consideremos la s-expresion estatica siguiente:
E = ( (<{&7 a}: ry> O <a,ry> ) || <a,r3> || <{d7 a}: r4> ) sya
y la s-expresion dinamica operativa G, G = F, definida como sigue:

G= ((<{a,a},r1>0 <a,r>)||<a,r3> || <{a,a},rs>) sya

Entonces,
Conflict2(G, <{a,a},r,>) = {<{a,a},r>,<a,r3>}
Conflict2(G, <a,r3>) = {<a,r3>}
Conflict2 (G, <{a,a},ry>) = {<{a,a},ry>}
Obteniéndose:

<da,a}, 1> B, <a,rz> = <a,Ry3>

r1
1472

siendo R;3 = min{ry + rq,r3}.

Ahora tendriamos que definir el conflicto con respecto a una multiaccién estocés-
tica obtenida por sincronizacién. Nuestra idea fue definirla a partir del producto
cartesiano de los conflictos de cada multiaccion estocastica que interviene en la
sincronizacion, siempre y cuando fuese posible la misma. Asi, en nuestro ejemplo
tendriamos:

Conflict2(G,<a, Ry 3>) = {<a, R13>}
ya que no es posible sincronizar <a,ry>€ Conflict2(G,<{a,a},r1>) con <a,r3;>.

Ahora podemos sincronizar:
<a, R1.3> Da <{&, a}, ry>=<a, R13.4>

donde Ry34 = min{Ry3,74}.

Sin embargo, si la sincronizacion de las tres multiacciones estocésticas se hubiese
realizado en otro orden, no tendriamos garantizado llegar a la misma razéon. Por
ejemplo:

<a,r3> B, <{a,a},ry>=<a, R} ;>
donde R}, = min{rs,rs} y Conflict2(G,<a, R} ,>) = {<a, R} ,>}.

Si ahora consideramos:

<a,R;,> ®, <{a,a},m>=<a, Ry ;>
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T1 N ! —
P min{ R ,,r1 + ro} =

T1
T1+72

. .
tenemos Rj,; = min{ry + o, 73,74},

y desde luego Ry34 v R, ; nosiempre son iguales (bastaria considerar r; = 1,19 = 2,

r3 =1, r4, = 0.1 para comprobar que pueden ser distintos). O

La conclusion que extraemos del ejemplo anterior es que esta definicion de
Conflict, aparentemente més intuitiva, no sirve para obtener una definiciéon con-
sistente de la seméantica de la sincronizacién, que sea independiente del orden en el

que se realizan las sincronizaciones.

Otra opcion que manejamos fue considerar el producto cartesiano de las mul-
tiacciones estocasticas en conflicto con las multiacciones estocasticas que intervienen
en la sincronizacién, fuera o no posible la misma. En este caso los problemas vienen
con el lema 4.2, el cual dejaria de cumplirse, y éste resulta necesario para probar que
la relacion de equivalencia alli definida (definiciéon 6.7) es una congruencia (teorema
6.1).

A la vista de lo anterior, llegamos a la conclusién de que la propuesta que hemos
presentado anteriormente era la mas acertada, aunque sea menos intuitiva y no esté
tampoco libre de pegas. Una de ellas es la restricciéon sintactica que nos hemos visto
obligados a imponer. Ademas, esta nocién de conflicto no coincide exactamente con
la nocidén clasica de conflicto en el marco de las redes de Petri. Veamos un ejemplo

al respecto.

Ejemplo 4.12 Consideremos la s-expresion estatica siguiente:
E = ((<{a,a},r> 0O <{a,a},r>) || (<{a,a},r3> O <{a,a},r4>))sya
La s-caja asociada se muestra en la figura 4.9, donde se puede apreciar que:
*ti3 = "tog, A(ti3) = Mtay) = {a,a}

Sin embargo, de acuerdo con nuestra definicion: k(t13) = {1.3} # k(t2s) = {2.4}.

O

Afortunadamente, este desbarajuste s6lo puede producirse cuando consideramos
el conflicto de una multiaccion estocastica (transicion, en la red de Petri) obtenida
por sincronizacion, y no se va a extender mas all4, ya que aunque hagamos més

elecciones, la que origina el problema debe ir precedida por una secuencia, debido
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< {a,a}, R13 > < {a,a}, R1a >
tl t2 t3 t4
| < {a,a},r1 > || <Aa,a}t,r1 > | < {a,a},r3 > || < {a,at,ra >
t23 24
I/({aaa}qus > | | <A{a,a},Ros > |

Figura 4.9: s-caja plana asociada a E

a la restriccion sintactica impuesta. No obstante, esta situacion requiere tan so-
lo reconsiderar nuestra nocién de conflicto en las redes de Petri, ajustandola a la

definicién realizada.

A continuacién, pasamos brevemente a exponer qué hacen otras algebras de

procesos estocasticas con el operador de sincronizacion.

4.4.1 Comparacién con otras SPAs

En la literatura podemos encontrar un interesante trabajo de Hillston [Hil94b], en
el cual se hace una comparacion entre las diferentes definiciones del operador de
sincronizacion en distintas algebras de procesos estocésticas (en el sentido de Mar-
kovianas). También en [HHKO02| se pueden encontrar los principales desarrollos
teoricos en el campo de las algebras de procesos estocasticas, y en particular, con
respecto a la seméantica operacional del operador de sincronizacién. Basandonos en
estos dos trabajos, y en los especificos de cada algebra de procesos estocastica que
vamos a considerar, pasamos a hacer nuestro estudio comparado. Nos centraremos
en tres dlgebras de procesos estocéasticas que consideramos las més afines a nuestro
modelo: TIPP [HR94|, EMPA [BG98] y PEPA [Hil94a|. La estrategia a seguir es
describir como considera cada una de ellas la sincronizacién y en cursiva iremos

anotando nuestro enfoque en sPBC.

Las tres algebras de procesos estocasticas se basan en los mismos operadores:
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prefijo, eleccion, ocultamiento y composicion paralela (donde se incluye la sincroni-

zacion) basada en el operador de concurrencia de CSP [Hoa85|.

En sPBC no se contempla el ocultamiento (si la restriccion). Hemos tomado los
mismos operadores que en PBC plano, de esta forma nuestro operador de sincroni-
zacidon se basa en el mismo operador de CCS [Mil89], y ademds el operador paralelo

(1| ) esta separado del operador sincronizacion (sy).

En las tres algebras de procesos, el operador basico corresponde a una accion
estocastica que se representa en la forma (a,r), donde a es la accion y r es la razén

de la exponencial negativa asociada a su retraso (delay).

En sPBC permitimos a un primer nivel multiacciones estocdsticas, es decir,
nuestro caso bdsico es de la forma <a,r>, donde a es un multiconjunto de acciones

y r representa aqui también la razon de la exponencial negativa asociada a su retraso.

En todas las algebras de procesos consideradas (incluida sPBC), a lo largo del
proceso diferentes instancias de la misma accion (multiaccion) pueden tener asocia-

das diferentes razones.

El comportamiento del operador de sincronizacion sobre un conjunto de acciones
S, que representaremos aqui como ||g, unificando las distintas notaciones, se define

mediante reglas de la forma:

(a,r
(R1) E (4 E' siag S
E||sF Y pr)|sF

(a,r
(R2) F (4 F' siag S
E||sF YN p||sF

g g op )
B|lsF " B||sF

(R3) sia e S (Cond)

En sPBC, como tenemos el operador || separado del operador sy, las reglas (R1) y
(R2) mostradas arriba se corresponderian con (C1) y (C2) de la tabla 3.3, mientras
que (R3) se corresponderia con Sy2’ de la tabla 4.1. Ademds, como en sPBC (ni en
PBC) se obliga a sincronizar (a menos que lo impongamos con el operador [a :])

tenemos también la regla Syl de esa misma tabla 4.1.

Las definiciones de la sincronizacion varian segtin la forma de asignar la razon

de sincronizacion R que aparece en (R3), y segun la condiciéon Cond que se impon-
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ga. Consideraremos que en el cilculo de R intervienen las razones de las acciones

envueltas en la sincronizacion, con lo que tendriamos
R = T ® T2

para una cierta operacion ®, que se desea que cumpla las siguientes tres propiedades

algebraicas:

(P1) r ®ry =ry®ry, (de esta forma no importa el orden en que se consideren las

acciones cuando se sincroniza),

(P2) (r1 ©re) ®r3 =11 © (re ® r3), (tampoco va a importar la forma de agrupar

las sincronizaciones),

(P3) (r1+r2)ors = (ri®r3)+(ra®r3), (se exige para que se tenga una congruencia:
si se sustituye (a,r; + r9) por una eleccion entre (a, ;) con (a,r3), no se tiene

que ver afectada la razon total de la sincronizacion).

Ahora analizamos lo que se tiene en cada una de las dlgebras de procesos esto-

casticas en estudio:

(TIPP) Considera R = ry - 13, sin imponer ninguna condicion (Cond={()).
Por supuesto que con esa propuesta se cumplen las tres propiedades algebraicas
de ® pero, en nuestra opinion, no hay ninguna clara interpretacion intuitiva
y por eso la desestimamos para nuestro modelo (aunque era muy tentadora

porque conllevaba poco esfuerzo). Por ejemplo:

(a,2)[la(a,2)

originaria una accion (a,4), mucho mas rdpida que las que intervienen en la

sincronizacion, y sin embargo:

(a,1/2)]|a(a,1/2)

originaria una accion (a,1/4), mucho mds lenta que las que intervienen en la

SINCTONIZACION.

(EMPA) Considera R = maz{ry,r2} e impone como Cond que min{ry,r} = 0,
es decir que al menos una de las acciones envuelta en la sincronizaciéon tenga

razon 0, lo que se conoce en el argot como que es 'pasiva’.
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Tampoco nos convencio el tener que utilizar acciones pasivas; no las utiliza
PBC plano y tampoco tiene mucho sentido que las utilice su extension marko-
viana. Ademds, en nuestra opinidn, pensamos que el lenguaje es mds flexible

st no se obliga a manejar este tipo de acciones.

(PEPA) Considera R = N REAG] min{ry(E),7.(F)}, sin imponer ninguna con-

dicion para sincronizar (Cond=0).

Se basa en la idea de ’cooperacion’: ambos participantes en la cooperacion
deben completar algo de trabajo antes de que acabe la interaccion. La idea es
que la accion que se obtiene al sincronizar se ’espere a la méas lenta’, tomando
el minimo de las razones, pero si se adopta esta opcién, no se cumple la tercera
de las propiedades algebraicas exigidas a ®. Por ello se coge el minimo con
respecto a la capacidad total que tiene cada participante de realizar la accion
a, lo que se llama ’razén aparente’ de a en cada componente, que se denota
como 74(E) y ro(F), respectivamente. Sin embargo, no es suficiente con tomar
ese minimo, es necesario normalizarlo sobre el peso que tiene la instancia de
la accion que interviene en la sincronizacién, con respecto a su razoén aparente

71 9 :
en cada componente r® Y ra(F)? respectivamente.

Esta propuesta, aunque a primera vista sea demasiado sofisticada es la que
mds nos convencio, por su interpretacion intuitiva’ de esperarse a la mds len-
ta. El inconveniente que presenta es que mo siempre proporciona traducciones
estdticas a redes de Petri estocdsticas, pues en ocasiones las razones de las
transiciones dependen del marcado de la red, tal y como vimos en el ejem-
plo 4.2, lo cual es algo no deseable, por lo que decidimos buscar la forma de

evitarlo.

En consecuencia, en sPBC partimos de la idea de las razones aparentes de
PEPA, pero considerando las razones de conflicto. De esta forma, se man-
tiene la interpretacion intuitiva, y ademds se consiguen siempre traducciones
estdticas a redes de Petri estocdsticas, en el sentido de que las razones asocia-
das a las transiciones no dependen del marcado de la red. Uno de los prin-
cipales objetivos de PBC, y por extension también de sPBC, es obtener una
traduccion 'natural’ a redes, asi que entendiamos que esta traduccion no debe
tener razones asociadas a las transiciones que dependan del marcado. Ademds,
en sPBC la forma de calcular R cuando se aplica varias veces la regla Sy2’ es

la descrita en la proposicion 4.2, la cual es facilmente implementable.
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Existen también otras alternativas en el marco de las algebras de procesos
estocasticas, como MPA [Buc94] 6 IMC [Her(2], pero se alejan méas de nuestro

modelo. Brevemente pasamos a resumirlas.

MPA considera que cada accion tiene siempre la misma razon asociada y su
caso base (a,r) representa que la accion a (con razoén asociada p,) tiene r
instancias concurrentes. La operacién r; ® ry la considera como r; - r9, que
da lugar a una acciéon a, con razoéon asociada p,, que tiene ry - ry instancias

concurrentes activadas.

La otra alternativa, IMC, considera las duraciones estocésticas ortogonales a
las acciones, asi las duraciones A pasan a ser un elemento mas del dlgebra de
procesos. De esta forma los prefijos pueden ser de la forma a; P, donde a es
una accion (al estilo de las algebras de procesos clasicas), o también podemos
tener prefijos de la forma A; P, cuyo significado es que el proceso P sufre un
retraso que viene determinado por una distribucién exponencial de parametro
A. En nuestra opinién, el mayor inconveniente que presenta este modelo es

que no se puede sincronizar sobre acciones estocasticas.



Capitulo 5
Anadiendo la 1teracion

Hasta ahora todos los operadores definidos originaban procesos con un comporta-
miento finito, dando lugar a lo que hemos llamado sPBC finito. En este capitulo
nos vamos a ocupar de anadir un operador mas a nuestra algebra de procesos: el
operador de iteracion. Esta claro que con este nuevo operador no se logran todos
los comportamientos infinitos, pero al combinarlo con el operador de restriccion, si
que abrimos una puerta para generar una coleccion més amplia de procesos, como

de hecho pondremos de manifiesto en el capitulo 7 con los casos de estudio.

El operador de recursiéon necesitaria en general un tratamiento especial, tal y
como ocurre en PBC plano, ya que puede dar lugar a redes infinitas. Ademas, y
aunque en esta tesis no hemos entrado a fondo en cuestiones relativas a la evaluacion
de prestaciones, con estas redes infinitas habria problemas a la hora de obtener
resultados sobre prestaciones. Por todo ello, y dado que hemos considerado que
el trabajo ya realizado era suficiente para completar un proyecto de tesis doctoral,

hemos dejado la definicion y estudio del operador de recursiéon como trabajo futuro.

Asi pues, el plan para este capitulo es introducir primero la sintaxis del operador
de iteracion, pasando luego a estudiar su seméantica operacional, y finalmente en el
ultimo apartado su seméntica denotacional, asi como la equivalencia entre las dos

semanticas para nuestro modelo sPBC.
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5.1 Sintaxis

Seguiremos utilizando la sintaxis introducida en el capitulo 3, aunque necesitamos
introducir una restriccién adicional a las funciones de renombramiento, tal y como
hicimos en el capitulo 4; concretamente exigiremos que ademas de conservar los

conjugados también han de ser biyectivas.

Anadimos por tanto el operador de iteracion | x], con lo cual nuestro lenguaje

quedaria definitivamente definido por la siguiente expresion BNF:
E = <a,r> |E;E|EQE | E||E|E[f]|Esya|Ersa | [a:E]|[E * E % E|

donde todos los operadores, salvo el ultimo, han sido ya estudiados en los capitulos
anteriores. Recordemos que
[El k EQ * Eg]

representa un proceso que realiza primero F;, después pasa a realizar un niimero
indefinido de veces (puede que ninguna) Fs, para terminar realizando F3. Si combi-
namos de forma adecuada este operador de iteracién con el operador de restriccion,

es posible obtener comportamientos infinitos. Por ejemplo:
[<{a},r1> % <{b},ro> * <{c},r3>]rsc

representa el proceso que puede ejecutar una vez <{a},r; >, seguido de infinitas
ejecuciones de <{b}, ro>. Obsérvese que este proceso no termina nunca, al no poder

alcanzar la tercera componente.

Para asegurarnos de que el operador de sincronizacion funciona de forma ade-
cuada necesitaremos restringir de nuevo la sintaxis a aquellos términos en los cuales
un comportamiento paralelo no aparece en el nivel més alto de una eleccion (ver
capitulo 4); pero ahora debemos eliminar ademas de la sintaxis aquellos términos
en los que aparezca un operador paralelo en el més alto nivel en los dos tltimos
argumentos de la iteracion. Los términos que cumplan esta restriccion se llamaran
de nuevo términos regulares, y la seméantica operacional y denotacional se definira
sobre ellos. En el ejemplo 5.1 ilustraremos lo que puede ocurrir si no respetamos

esta restriccion.

Formalmente, una s-expresion estatica regular £ de sPBC serd toda aquella

generable mediante el siguiente par de expresiones BNF":

D :=<a,r> |D;E|Dsya|Drsa|D[f] | [a:D]| DOD|[D % D % D]
E :=<a,r> |E;E|Esya|Ersa|E[f] | [a:E]|E||E|DOD|[E % D % D]
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donde llamaremos a los D-términos deterministas.

Como hasta ahora, la seméantica operacional de sSPBC se apoya en las s-expresiones
dindmicas, las cuales se obtienen de las s-expresiones estaticas anotando en ellas los
barrados y sub-barrados, para indicar las componentes activas. Asi, una s-expresion

dindmica G de sPBC seré de la forma:

G:= F|E|G;FE|E;G|GOE|EOG|G|G|G[f]|Gsya|Grsal
[a : G]|[G * E x E]|[E * G x E]||F = E * (]

donde F denota el estado inicial de E, y E su estado final. Diremos que una
s-expresion dindmica es regular si su correspondiente s-expresion estatica lo es. Man-
teniendo la notacion anterior, al conjunto de las s-expresiones dinamicas regulares

lo denotaremos por ReDynFExpr.

5.2 Semantica Operacional

Para definir la semantica operacional de sPBC con iteracién tan solo tenemos que
introducir nuevas reglas de inaccion (ver tabla 5.1) y nuevas reglas de transicion
estocastica (ver tabla 5.2). Estas reglas de inaccion ponen de manifiesto lo siguiente:
para iniciar una iteracidon es necesario activar primero el inicio de la misma; si el
inicio de la iteracion ya ha terminado, entonces se activa el cuerpo; si el cuerpo ya
ha finalizado entonces, o bien se puede volver a activar, o se activa la tercera de las
componentes; una iteracion se da por finalizada si la tercera de las componentes ya
lo ha hecho; y cualquier regla de inacciéon aplicada a cualquiera de las componentes

se transmite con el operador de iteracion.

[E*F*E’]L[E*F*E’] [E*F*E’]L[E*F*E’]

[E*E*E’]L[E*F*E’] [E*E*E’]L[E*F*ﬁ]

0
[E*F*E]L[E*F*E’] GTGI
[G* ExF]—[G * E x F]
¢-L ¢ ey
E+G+F]- N [ExG+F] [ExF+G-S[Es+F G

Tabla 5.1: Reglas de inacciéon para el operador de iteracion
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Las definiciones realizadas en los dos capitulos anteriores se mantienen, asi, se-
guiremos diciendo que una s-expresion dinamica regular GG es operativa si no pueden
aplicarse reglas de inacciéon a partir de ella. Al conjunto de las s-expresiones dina-
micas regulares operativas lo seguiremos denotando por OpReDynFEzxpr. También
se mantiene la relacion de equivalencia estructural definida sobre las s-expresiones
dindmicas regulares:

= =def (l) U &)*
En la tabla 5.2 se muestran las reglas de transicion estocastica para el operador de
iteracion, donde suponemos que todas las s-expresiones dindmicas que aparecen en

la parte izquierda de dichas reglas son operativas y regulares. Dichas reglas reflejan

que la iteraciéon conserva los movimientos que cada componente puede realizar.

(101 ¢ g
[G* ExF] — [G'« E x F|]

(162 G 2
[E*Gx F] =5 [E x G x F|]

<a,r>
—

G G’
(It3)
[E x F x G| i [E + F *x G']

Tabla 5.2: Reglas de transicion estocastica del operador [ x|

Obsérvese que hemos de extender la definicion de bolsa concurrente para tener
en cuenta este nuevo operador y de esa forma, las reglas de la tabla 4.1 podréan ser

aplicadas sobre el nuevo lenguaje.
Definicién 5.1 Definimos BC : OpReDynExpr — P(B(SL)), en la forma:

e Si G € OpReDynExpr es final, esto es, G=E, tomamos BC(G) = ).
e Si G € OpReDynEzpr no es final, distinguimos los casos siguientes:

- BO(<a,1>) = {{<a,r>}}

- Siy € BC(G), entonces: v € BC(G; E), vy € BC(F;G), v € BC(EOQG),
v € BC(GOE), ve€ BC(Grsa) (cuandoa,a & A(7)), v € BC(G sy a),
f(v) € BO(GIf]), v € BO([G = E « F]), v € BC([E = G x F]),
v€ BC([E x F x G]).
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- Si 7y, € BC(G), entonces v, € BC(G||H).
- Si v, € BC(H), entonces vy, € BC(G||H).
- Siy € BC(G), v € BC(H), entonces v, + 72 € BC(G| H).

-Siy € BC(Gsya), y <a,r;>, <f,r3> €7, (con <, >#< [, 13> 0
bien son instancias diferentes de la misma multiaccion estocastica en )

con a € A(a), y a € A(f), entonces 7' € BC(G sya), donde:

Y=+ {<a®, B, R>}) \{<a,r>,<B,m>}

y R es la razon de la nueva multiaccion estocastica, definida en la Regla
Sy2’ de la tabla 4.1. O

Naturalmente, la propiedad presentada en la proposicion 4.1 se mantiene, exten-
dida al considerar el cuerpo y la terminacion de la iteracion en la definicion de los

términos regulares.

Proposiciéon 5.1 Sea G € OpReDynFExpr,

(i) Si existen dos s-expresiones estaticas regulares E, Es, con
G = E OF,
Entonces, no es posible que {<ay, 71>, <an,re>} € BC(G).
(ii) Si existen tres s-expresiones estaticas regulares E, Ey, Ey, con
G=[E *E| x E]

Entonces, no es posible que {<ay, 71>, <ap,re>} € BC(G).

Demostracion:

(i) Vale la misma demostracion que para la proposicion 4.1, pero faltaria considerar
el caso en el que D; es de la forma [D x D' x D"], el cual se resolveria
facilmente, aplicando la hipo6tesis de induccién sobre D, con la nueva definicion

de bolsa concurrente.
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(ii) Ya que:
|[E *xE, * B;]=|E xE| * E5]

sin pérdida de generalidad, tomaremos el primero de los casos.

Como G es regular, tenemos que G = [E x D; * D, ] y bastaria con aplicar

induccién estructural sobre D;.

e El caso base es D; =< a,r >, y entonces es trivial que se cumple la
propiedad, ya que tenemos G = [E * Dy * Dy]y BC(G) = {<a,r>}.

e Para D; de laforma D; E, Dsya, Drsa, D[f],[a: D]y [D % D;, x D, |
s6lo necesitamos aplicar la hipotesis de inducciéon sobre D, asi como la

definicién de bolsa concurrente.

e Para D, de la forma D;, O D;, podemos utilizar la hip6tesis de induccion

y el caso (i), para concluir la propiedad. -

Naturalmente, también es necesario extender la definicion de la funcion Conflict,
para poder calcular adecuadamente la razén de la multiaccion generada por efecto de
una sincronizacion. Es importante observar que en una iteracién puede considerarse
como conflicto la situacion que tenemos al inicio de cada pasada de la segunda
componente, pues o bien puede realizarse la misma, o bien puede saltarse a la

tercera componente.
Definicién 5.2 Definimos la siguiente funciéon parcial:

Conflict : OpReDynExpr x SL — B(SL)

la cual para cada instancia ¢ de la multiaccion estocéstica <a, r> ejecutable desde G
nos proporciona el multiconjunto de multiacciones estocasticas <a, r'> en conflicto

con ella. Definimos la funcién por induccién estructural® :

1. Conflict (Ra,m>, <a,r>) = {<a,r>}.
2. Si <a,r> es ejecutable en G, y C = Conflict (G, <«,r>), entonces:

(a) Conflict (G; E,<a,r>) = Conflict (E;G,<a,r>)=C,
(b) Conflict (G||H, <a,r>) = Conflict (H||G,<a,r>) =C,

!donde omitimos el subindice en <a,r>; para no sobrecargar la notacion.
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(¢) Sia,a¢ A(a), entonces Conflict (G rsa,<a,r>) = C,
(d) Para cada funcion biyectiva f, Conflict (G[f], <f(«a),r>) = f(C),

(e) Para el operador de eleccion necesitamos distinguir los dos casos siguien-
tes: o
- SiG#E:
Conflict (GO F, <a,r>) = Conflict (FOG, <a,r>)=C
- SiG=E:
Conflict (GO F, <a,r>) = Conflict(FOG,<a,r>) = C +
{ <a,r;> |3H; € OpReDynExpr, H;=F y H,; Pty H! |}
(f) Para el operador de iteracion tenemos:
- Conflict([G * E x Fl,<a,r>) = C
- Para los dos tultimos argumentos de una iteraciéon tenemos:
- SiG#E":
Conflict ([E x G * F|,<a,r>) = Conflict ([E * F « G|, <a,r>)=C
- SiG=F:
Conflict ([E « G * F|,<a,r>) = Conflict ([E * F x G|, <a,r>) =
C + {<a,r;> |3 H; € OpReDynEzpr, H;=F y H; puit g H! |}
(g) Conflict (G sya,<a,r>)=C.

3. Sea {<ay,m>, <ag,re>} € BC(Gsya), a€ A(ay), a € Alag) y
Gsya <1 @aopfliz> o sya obtenida por aplicacion de la Regla Sy2'.
Entonces:

Conflict (G sy a, <ay @, g, Ri3>) =
{ <a1 @42, Rij> | <aq,1;>€ Cy, <ay,1;>€ Cy, donde

o L L . ;
RZJ T er(Gsya,<ai,ri>) er(Gsy a,<ag,ra>) IZZZIT; {CT(G sy a, <ag, rk>)} I}

con Cy = Conflict(G sy a, <ag,r,>), k= 1,2,y er(G,<a,r>y), que llama-
remos razon de conflicto para Gy <a,r>j, definida como:
cr(G, <a,r>p) = Z TN,
<a,r;> € Conflict (G,<o,r>;)

donde n; es el namero de veces que aparece <a,r;> en Conflict(G, <a,r>y).
O

La definicion de conjunto de alcance sigue siendo la misma que la realizada en

definicién 4.3 y seguimos teniendo idénticos resultados que los presentados en el
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apartado 4.2 del capitulo anterior. Estos se exponen a continuacién, haciendo las
consideraciones oportunas en las demostraciones para adaptarlas al incorporar la

iteracion.

Lema 5.1 Sea G € OpReDynEzpr y v = {<ai,r1>,<ag, 19>} € BC(G), con:

2>

G <o1,r1> H(l))* H* <aa,r J.

Entonces Conflict (G, <ag,re>) = Conflict (H*, <ag,19>).

Demostracion:

La demostracion es la realizada en el lema 4.1 a la que hay que anadir el nuevo

operador de iteracion. Se hara por inducciéon estructural sobre la sintaxis de G.

e Caso base. G = G| Gy, donde G, Gy € OpReDynExpr, < ay,r1 > es
ejecutable en G y < ao,79 > es ejecutable en G5, ya que partimos de
v =A{<ay,r>,<az, >} € BC(G). Entonces:

G = Gi[|Gy "™ G || Ga(—)" G |G "5 G | @
Y tomando H = G} | Gy, H* = G || Gy y J = G || G, llegamos a:
Conflict (G || G2, <ag,m9>) = Conflict (Go, <, 1m3>) =

Conflict (G || G2, <aq,r9>) = Conflict (H*, <ag, r9>)

con lo cual habriamos resuelto el caso base al llegar a:

Conflict (G, <aq,r9>) = Conflict (H*, <ag, 19>)

e Caso general:

— Una simple aplicacion de la hipotesis de induccion sobre G' resuelve los ca-
sos de la composicion secuencial (G = G'; E), la restriccion (G = G’ rs a)
y el renombramiento (G = G'[f]).

— El mismo razonamiento seguido en la demostracion del lema 4.1 para el

operador de eleccion se seguiria aqui, y resolveria G = G'OF y G =
FodG.

— Para el operador de iteracién el razonamiento es similar al expuesto para

el caso de la eleccion. Nos podemos encontrar en los casos:



5.2 Semantica Operacional 143

. G = [G' * E; x Ey], donde bastaria con aplicar la hipotesis de
induccion sobre G’ y se concluiria la propiedad deseada.

. G=[FE G % B3] 6 G=[FE; * Fy * G'], donde en ambos casos
se tiene que G’ # I para todo F, debido a que tenemos un compor-
tamiento paralelo en GG, y por la propiedad seméantica deducida de la
proposiciéon 5.1, bastaria con aplicar la hipotesis de induccién sobre

G', llegando al resultado deseado.

— Para el caso del operador de sincronizacion G = G’ sy a, se repetiria el

razonamiento expuesto en el lema 4.1. 0

En la proposicién siguiente veremos que la razon de la multiaccion estocastica que
obtenemos cuando aplicamos varias veces la regla Sy2’ se obtiene segin la férmula

vista en la proposicion 4.2.

Proposicién 5.2 Sea G € OpReDynEzpr, v = {<aq,m1>,<q2,73>,..., <, Tn>},
v € BC(G), y una serializacion de vy con:

<oy,ry> 0 <az,rg> <an,Tp>
G =57 Gi(—)*Gr T2 L TG,
sobre la cual podemos aplicar n — 1 veces la Regla Sy2’, obteniendo una tnica
_ e <B,R>
transicion estocastica de la forma G 2% G, .
Entonces tenemos que:

R—
(1971-1 cr (G, <oy, rp>)

)-er(G,<B,R>)

cr(G,<p,R>)= min {cr(G, <ag,m:>)}

k=1,...,n

Demostracion:

Se procede por induccién sobre n siguiendo el mismo razonamiento que en la

proposicion 4.2. O

Proposicién 5.3 Dada una s-expresion dinamica operativa regular G, v € BC(G),
y una serializacion de las multiacciones estocasticas de v: <ay,r1> ... <y, r,>,

entonces existe una secuencia de transiciones de la forma:

G M G (D)6 T2 gy (D) e ey (D e, ST @

n—1
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Ademas, todas las s-expresiones G’ obtenidas por la serializacion de v a partir de G

son equivalentes con respecto a =.

Demostracion:

Se seguiria el mismo razonamiento que en la proposiciéon 4.3, teniendo en cuenta
que en la induccion estructural sobre la sintaxis de G habria que considerar el caso de

la iteracion, que se resolveria con una simple aplicacién de la hipotesis de induccién.
([

A partir de todo lo anterior tenemos los corolarios siguientes.

Corolario 5.1 Sean G € OpReDynEzpr, v € BC(G), y una serializacion de las
multiacciones estocésticas de v de la forma: <aq,r1> . <@g, ro> ... <ay,T,> .

Entonces existe una secuencia de transiciones:

G M Gy (D) e T2 gy (D e e (D S @

n—1
con Conflict (G,<a;,r;>) = Conflict (Gf |, <ay,1;>), parai=2,...,n.

Ademas, todas las s-expresiones obtenidas por la serializaciéon de v a partir de G

son equivalentes con respecto a =.

Demostracion:
Es una consecuencia inmediata de la proposiciéon anterior y del lema 5.1. O
Corolario 5.2 Sean G € OpReDynEzpr, v = {<ai,r1>, a9, 19>, ..., <@y, >} €

BC(G), y dos permutaciones del conjunto {1,--- ,n}: {iy, - ,i,} vy {j1,- -, Jn}-

Suponiendo que tenemos dos serializaciones:

<@, i > [1} <@Qigy,Tig> <o, i >

G = Gl(—>)*G’{ 20 TR Gy,
<0jysTjp > 0 <@g,y > <, ,Tri. >

G G'l(ﬁ)*(;'l* U G;l

sobre las cuales podemos aplicar n — 1 veces la Regla Sy2’ (para las mismas acciones

ai,...,a,_1, puede que repetidas, pero el mismo niimero de veces en los dos casos),
., L. .., <Bi,Ri> <Bj,R;>

obteniéndose en cada caso una tnica transicion G =~ G,y G =~ G,

respectivamente, entonces:

GnEGIn y <5i,Ri>:<ﬁj,Rj>
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Demostracion:

A partir del corolario 5.1 tenemos que G, = G,. Por otro lado tenemos j; = 3;,
con solo aplicar la definicién de la sincronizacién de multiacciones. Finalmente,
R; = R; se obtiene aplicando la razén de sincronizacion utilizando la formula descrita

en la proposicion 5.2. O

Lema 5.2 Sea G € OpReDynFEzxpr, y <a,r> ejecutable en G, con
Conflict(G, <a,r>) = {<a,r>,<a,r>,...,<a,r,>},

entonces para cada <a,r;> € Conflict(G, <a,r>) existe G; € OpReDynEzpr, con
G; = G, <a,r;> ejecutable en G;, y Conflict(G;, <a,r;>) = Conflict(G, <a,r>).

Demostracion:

Procederemos por inducciéon estructural sobre la sintaxis de G.

e Caso base. Consideraremos G = <a, r>.

Este caso es inmediato, ya que Conflict(G, <a,r>) = {<a,r>}

e Caso general. Aplicando la hipotesis de induccién se resuelven los casos de

la composicion secuencial, restriccion, renombramiento y paralelo.

Para el operador de eleccion, (G = G'OF o G = FOG'), se sigue exacta-

mente el mismo razonamiento que expusimos en la demostracion del lema 4.2.

Para el operador de iteracion, el razonamiento es similar al caso del operador

de eleccion. Tendriamos que diferenciar tres casos:

— G =[G x E'« F'], bastaria con aplicar la hipotesis de induccion sobre Gj.
— G =[E' x G; x F], necesitamos distinguir dos subcasos:

. Si Gi # E para toda s-expresion estatica E, entonces bastaria con
aplicar la hipoétesis de inducciéon, ya que los conflictos de Gy y G

coinciden.
. Si G; = E para alguna s-expresion estatica regular E, entonces de
nuevo tenemos que distinguir dos subcasos:
- Si <a,r;>€ Conflict(Gy, <a,r>), entonces bastaria con aplicar

la hipotesis de induccion para concluir la propiedad.
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- Si <ay,r;>¢ Conflict(G1, <a,r>), entonces aplicando la propo-
sicion 5.1, existe alguna s-expresion dinamica operativa H;, con
H; = F, en donde <a,7; > es la tinica multiaccion estocastica
ejecutable desde H;. Si ahora consideramos G; = [E' * E x H;],
se sigue que G es operativa, G; = G y Conflict(G;, <a,r;>) =
Conflict(G, <a,r>)

— G =[FE" * F x Gy], se seguiria el mismo razonamiento que en el caso

anterior.

Para el operador de sincronizaciéon, G = G’ sy a, la demostracion es la misma

que la desarrollada en el lema 4.2. 0

Mostramos a continuacion un ejemplo que pone de manifiesto la necesidad de la
restriccion sintactica introducida para el caso de la iteracion. Consideraremos un

comportamiento paralelo al més alto nivel dentro del cuerpo de la iteracion.

Ejemplo 5.1 Sea G la siguiente s-expresion dinamica operativa y no reqular:

G = ([<f{a},ri> *(<{0}, ro> || <{b}. 75> || <{b, b}, 74>) x <{b},75>]) sya
Tenemos entonces que
v = {<{b},ry>, <{b},r3s> <{b,b}, 74>} € BC(QG)
y, de acuerdo con la definicion de BC, tenemos también que
v = {<{b},ry>, <{b}, Rss>} € BC (G)

con
T3

rs + 75

R34 = . min{rg + s, 7“4}

Sin embargo, no toda serializacion de 7, es posible desde GG, ya que <{I;}, R34> no

. b},
puede ejecutarse en G’, donde G <(0}re> Gy

G' = ([<fa},r> % (<{b},ro> || <{b},ra> || <{b,b},ra>) x <{b},75>]) sya

De hecho, se puede ejecutar < {b}, Ry, > desde G', con R}, = min{rs,r4}, y en

general R34 # RY,. -
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La definiciéon del (multi)sistema de transiciones que considerabamos en la defi-
nicion 3.11 sigue manteniéndose, teniendo en cuenta las tablas completas de reglas
que definen la seméantica operacional de sPBC. También seguimos manteniendo el
criterio expuesto en la Observacion 3.1 (numerando las multiacciones estocasticas)
a la hora de no repetir transiciones redundantes originadas por la sincronizacion, en
el conjunto de arcos del sistema de transiciones. Ademas, se mantiene la politica de
competencia como forma de resolver los conflictos, y el proceso estocéstico asociado
a la evolucion de una s-expresion dindmica regular G de sPBC seguira siendo una
CTMC (con el mismo criterio para obtener el diagrama de transicion de estados
asociado a la CTMC de G a partir de ts(G)).

A continuacién, mostramos un par de ejemplos.

Ejemplo 5.2 Sea la s-expresion estatica regular siguiente:
Ey =[<a,r> % <bry>; <{c,d},r3> * <e,ry>|rse

El sistema de transiciones de E; es el mostrado en la figura 5.1,

<b,r9>

<a,ri>

2 Gy (G2)

Figura 5.1: Sistema de transiciones de E;

donde:

G =[<a,m> *<b,ry>; <{c,d},r3> x <e,ry>|rse
Go =[<a,m1> * <b,ro>; <{c,d},r3>* <e,ry>|rse

Ejemplo 5.3 Sea ahora
Ey=[<a,s1> % <f,85>; <¢ 83> * <e,s4>|r5€

y consideremos

Bz =[{a,c} : (B Ey)]
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El sistema de transiciones de Fj es el mostrado en la figura 5.2, donde considerando

los G'1 y G5 definidos en el ejemplo anterior y

Gy =[<a,s1> <[, 50>; <¢,53> * <e,s4>]rs€
Gy = [<a,s1> * <[f,5>; <€ 53> % <e,s4>]rse

se tiene:

{a,c} :
{a,c} :
{a,c} :
{a,c} :

Y las razones obtenidas en la sincronizacién son:

G G
e
G| G
Go || G

[
[
[
[

~—~~ Y~

H, )]
H )]
Hj )]
H, )]

Ry = min{ry, s1}, R3 = min{rs,ss}

<f, 89> <b,ry>

Figura 5.2: Sistema de transiciones de Fj5

5.3 Semantica Denotacional

En este apartado necesitamos ampliar la semantica denotacional que expusimos en
el capitulo anterior para el nuevo operador de iteracion. Necesitamos definir su caja
operador, y para cada transicion que obtengamos composicionalmente tendremos
que saber qué transiciones estan en conflicto con ella para poder obtener las razones
de conflicto, de la misma forma que para los restantes operadores de sPBC. Esto lo
haremos por medio de las funciones 77 y k que consideramos en el apartado 4.3 del

capitulo anterior.
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Para seleccionar la caja operador de la iteracion en PBC plano [BDKO1b| dis-
ponemos de dos opciones, tal y como comentamos en el capitulo 2 (apartado 2.1.3).
La que proporciona siempre cajas 1-seguras tiene 6 transiciones. La otra opcién de
caja operador tiene tres transiciones, pero tiene el inconveniente de que se pueden
generar redes de Petri 2-seguras, aunque esto tltimo s6lo es posible cuando en el
cuerpo de la iteracion aparece un comportamiento paralelo al més alto nivel. Con
la restriccion sintactica introducida este caso no puede darse, asi que hemos optado
por la versiéon mas simple, que siempre nos proporcionara en nuestro modelo redes
1-seguras. En esta version tendremos que admitir transiciones con condiciones la-
terales (arcos de ida y vuelta), de modo que quitaremos de la definicion de caja la
restriccion de que para todat € T : °*tNt* = (). Por lo demés, mantenemos la

definicion de s-caja (y s-caja plana) ya establecida (ver apartado 3.3 del capitulo 3).
En el apartado 4.3 del capitulo anterior se definieron las funciones:
n:T—N 'y k:T—P)

donde n(t) se utilizaba para la numeracion de la transicion ¢ de acuerdo a nuestro
criterio (enumeracion de izquierda a derecha, y concatenacion en caso de conflicto),
y k(t) se utilizaba para identificar el conjunto de conflictos con ¢. Esas funciones
se definian de forma estructural, a la vez que se obtenia la correspondiente s-caja

plana.

Entonces, para todos los operadores de sPBC, la estructura de la red se obtiene
combinando refinamiento y reetiquetacion, obteniéndose siempre s-cajas seguras y

limpias. La semantica denotacional vendria dada por el homomorfismo:

Bozs(<a,7>;) = Negrs,
Boz(op(Ey, ..., E,)) = Qop(Bozs(Ey), ..., Bors(E,))

donde ahora nos quedaria por definir el operador de iteracion, siendo su s-caja

operador la mostrada en la figura 5.3, con:
pia = {({<a,r>}, <a,r>)| <a,r>€ SL}

'Ul 'U3
o) = [Pid | (D) [Pid | ®

"’[2**]

Figura 5.3: s-caja operador para [ x|
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Considerando que Boz(E;) = (S;, T;, W;, A\, i) es la s-caja plana correspondiente
a E;, v n;, k; las funciones de numeracion y conflicto, respectivamente, para 7T;,

1 =1,2,3, se define las funcion semantica para la iteraciéon como sigue:
Box ([ Ey * Ey x Es)) = Qpu.(Boxs(Ey), Boxs(Es), Boxg(Es)).

No se introducen nuevas transiciones con este operador, asi que podemos con-
servar la numeracion que ya teniamos en Fy, Es y E3. Sin embargo, este operador
si introducird nuevos conflictos. En particular, las transiciones de 75 que tienen
sus precondiciones en °Box,(Fy) estan en conflicto con aquellas transiciones con la
misma multiaccion asociada de T3 cuyas precondiciones estén en °Bozg(F3). Como
consecuencia de trabajar con términos regulares, Boxs(Fy) y Boxs(E3) tendran un

solo lugar de entrada. Formalmente,

m() siteTy
nt) =13 m() siteT
3 (t) site T3

) siteT)

ka(t) Uks(t') sit €Ty, *t € °Bozs(Ey), 3t' € Ts, *t' € °Boxs(E3), A(t) = A(t)
) si t € Ty, °t € °Bozs(Es), At' € Ty, *t' € °Boxs(E3), A(t) = A(t')
) si t €Ty, °t & °Bozs(Es)
k3(t) Uke(t') sit €Ts, °t € °Boxs(E3), 3t' € Ty, *t' € °Boxs(Es), A(t) = A(t)
) (E3)
) (E3)

si t € T, °t € °Bozs(E3), At' € Ty, *t' € °Box,(Es), A(t) = A(t')
site Tg, °t ¢ OBO.TS E3

Obsérvese que en el segundo y quinto caso, la funcion k(t) esta bien definida. Por
ejemplo en el segundo tenemos que los valores k3(t') con t' € Ty, *t' € °Box(Es),
A(t) = A(?'), son todos iguales; mientras que en el quinto caso, los valores de k(')

también coinciden para todos los ¢’ que se pueden utilizar como posibles argumentos.

A continuacién, mostramos algunos ejemplos de traducciones de s-expresiones

estaticas regulares a s-cajas planas.

Ejemplo 5.4 Sea la siguiente s-expresion estatica regular tomada del ejemplo 5.2:
Ey =[<a,r> % <b,yry>; <{c,d},r3> * <e,ry>|rse

Su s-caja plana asociada es la mostrada en la figura 5.4,
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t
O ——0 ®
t2 t3
<b,r9> <{e,d},r3>

Figura 5.4: s-caja plana de FE}

donde:
1, k(t) =A{1},
n(t2) =2, w(t2) = {2},
3, k(t3) = {3}.

Ejemplo 5.5 Consideremos la s-expresion estatica Fs3 definida en el ejemplo 5.3:
Es =[{a,c} : (Er[| Ey)]
donde
Ey =[<a,s1> % <f,s9>; <¢ 83> % <e,s4>|rse

Obtengamos primero la traduccion de Es,, obtenida cuando en la enumeracion de las
transiciones conservamos el orden que ocupan dentro de la sintaxis de Fs3. Su s-caja

plana asociada es la mostrada en la figura 5.5.

t5
O—F—— ®
te t7
<f,s9> <, 83>

Figura 5.5: s-caja plana de E,

donde:
5, k(ts) = {5},
n(te) =6, r(ts) = {6},
7, k(t7) ={7}.
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A partir de las s-cajas, de F; y Fs podemos obtener la s-caja asociada a F3, que

mostramos en la figura 5.6,

to
1 <b, To> @
t1.5/ 37
<0, Ri> <d, Rs>
\ ]
@—> <f, S9 > @

Figura 5.6: s-caja plana de Ej3

donde:
n(ta) =2, K(t2) = {2},
n(ts) =6, K(ts) = {6},
n(tis) = 1.5, k(tis) = {1.5},
n(tsz) = 3.7, k(ts7) = {3.7}

Finalmente, veamos que se mantiene la equivalencia entre las dos semanticas sobre

sPBC completo, tal y como ya teniamos para sPBC finito (teorema 4.1).

Teorema 5.1 Para cada s-expresion estatica F de sPBC, el sistema de transiciones
ts(E) asociado a E, y el grafo de accesibilidad de la red de Petri estocistica marcada
(Boz(E), M,) son isomorfos.

Demostracion:

Se procede aplicando el mismo razonamiento desarrollado en los capitulos ante-
riores, a partir del mismo resultado en PBC plano. Esto es, si prescindimos de la
informacién estocastica tanto en el modelo algebraico, como en el modelo de redes,
obtenemos el mismo isomorfismo que en PBC, pues en ambos casos estamos consi-
derando unicamente la semantica de orden total (semdntica de entremezcla). Por lo
tanto, la estructura del sistema de transiciones de E y la del grafo de accesibilidad

de la red, a nivel funcional, es exactamente la misma, pues en ambos casos hemos
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aplicado el mismo criterio para eliminar las evoluciones "redundantes"(de acuerdo

al criterio de numeracion descrito).

Como en ambos casos (algebra y redes) los conflictos se resuelven de la misma
forma, esto es, aplicando la politica de competencia, y dado que las multiacciones
estocésticas obtenidas en el dlgebra y las que etiquetan la correspondiente transicion
en la red son exactamente iguales (tienen la misma multiaccion y la misma razon),

obtenemos que ambos sistemas de transiciones se comportan de la misma forma.

Por lo que podremos concluir que existe un isomorfismo entre el grafo de acce-
sibilidad de la s-caja, considerando el marcado inicial y el mencionado sistema de

transiciones.
O
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Capitulo 6
Equivalencias

En este capitulo nuestro objetivo serd definir una relaciéon de equivalencia que cap-
ture las ideas expuestas en el capitulo anterior, en el sentido de que dos s-expresiones
sean equivalentes si tanto a nivel funcional como a nivel de prestaciones, se compor-
tan de la misma forma. Perseguimos ademés que dicha relacion de equivalencia sea

una congruencia.

En el primer apartado introduciremos nuevas reglas estocésticas en la seméntica
operacional de sPBC, necesarias para establecer nuestra equivalencia. En el segundo
apartado se definird formalmente la relacion de equivalencia estocastica y se com-
probara que, efectivamente, se trata de una congruencia. Finalmente, el tercer y
ultimo apartado de este capitulo lo dedicaremos a presentar algunas observaciones

sobre la relacion introducida y sus posibles extensiones.

6.1 Las nuevas reglas estocasticas

En primer lugar recordemos la definicion de sistema de transiciones, que fue intro-

ducido en el capitulo 3:

Definicion 6.1 Dada una s-expresion dindmica G, definimos el (multi)sistema de
transiciones de G, como ts(G) = (V, A, vy), donde:

e V={[Hlz | HE€[G)} esel conjunto de estados,

e vy = [G]= es el estado inicial,
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e A={ ([Hl=, <a,r>,[J]=z) | He[G) A HZJ}

es el multiconjunto de transiciones.

A la hora de construir el conjunto A tendremos en cuenta la Observacion 3.1, de
modo que no repetiremos aquellos arcos provenientes de sincronizaciones que tengan

la misma historia. O

Recordemos que una consecuencia de utilizar distribuciones exponenciales y de
la politica de competencia (race condition) es que el proceso estocéstico asociado

a la evolucion de una s-expresion dinamica regular de la forma E es una CTMC

(proposicion 3.3), la cual puede obtenerse facilmente a partir de ts(E).

Comenzaremos nuestro camino hasta obtener la congruencia definiendo un iso-
morfismo entre sistemas de transiciones, y veremos que esta nociéon resulta insufi-

ciente para nuestros propositos, como de hecho ya ocurre en PBC.

Definicion 6.2 Dados dos sistemas de transiciones (V', A', v}) y (V?, A2, v}),

diremos que son isomorfos si existe una biyeccion h : V! — V2  tal que
° h(vé) = vg
o Vo,w € V! yleS8L se tiene que A'(v,l,w) = A?(h(v),l, h(w)).

O

Veamos con un ejemplo que efectivamente este isomorfismo no es realmente una

congruencia.

Ejemplo 6.1 Sean
El :<{a},7“1>
Fy =<{a},r1>;<{b},m9>1s b

Los sistemas de transiciones ts(E;) y ts(F}) se muestran en la figura 6.1.

w@) =(F——(E) ) =(Fy (@)

Figura 6.1: ts(E1) y ts(F})

Obviamente, ambos sistemas de transiciones son isomorfos, pero si consideramos:

FEy = El; <{C},7"3>
F,= Fi;<{c},r3>
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tenemos que sus sistemas de transiciones son los mostrados en la figura 6.2.

_ —~ < a,r > <c,r3 > - < a,ry >
6 = (E——E——E)  om =@

Figura 6.2: ts(Ey) y ts(Fy)

y obviamente ts(E,) y ts(F) no son isomorfos.

Para resolver este problema necesitamos distinguir entre s-expresiones dinami-
cas que alcanzan su estado final (como Ej), y aquéllas que nunca alcanzaran su
estado final (como Fy). Para ello extenderemos el sistema de transiciones con dos
nuevas transiciones (reglas Skp y Rdo en tabla 6.1). Las razones que figuran en las
multiacciones que aparecen en estas transiciones tienen basicamente un significado
simbolico, ya que dichas transiciones no se tendran en cuenta para obtener el proceso
estocéstico asociado. Solo introducimos dichas transiciones en aras de definir una
equivalencia estocastica. Se toma razén O para la multiaccion skip, para poner de
manifiesto la interpretacion intuitiva de que nunca va a poderse ejecutar, mientras
que tomamos co como razén para redo, lo cual viene a decirnos que siempre que esté

activada, se ejecutara inmediatamente y el proceso se reiniciara.

(Skp) E <s@}0> E
(Rdo) EC R

Tabla 6.1: Reglas Skp y Rdo de sPBC

Denotaremos por tsq(E) al sistema de transiciones obtenido tras afiadir estas
dos nuevas reglas. Los sistemas de transiciones correspondientes para F; y F; del

ejemplo 6.1 son los mostrados en la figura 6.3 .

Sin embargo, aunque hemos resuelto un primer problema, atin no tenemos una
relacion de congruencia. Uno de los problemas viene del hecho de trabajar con una

semantica de orden total, que nos impide discernir entre elecciones y paralelos:
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< skip,0 > < skip,0 >
- < a, > - <a,ry > \
tsa(Er) = ?;) ts2(£1) = @ @
N\
< redo, o0 > < redo, o0 >

Figura 6.3: tsy(Ey) y tsy(Fy)

Ejemplo 6.2 Sean

Ey =<A{a},r > || <{a},r>

Fy=<{a},r >;<{a},r > 0O <{a},r >;<{a},r >
entonces tso(E3) v tso(F3) (mostrados en la figura 6.4) son isomorfos.

< skip,0 > < skip,0 >

< redo, 00 >

Figura 6.4: tsy(E3) y tsy(F3)

Pero si ahora consideramos:
E,=FEs3sya

Fy,=F;sya
entonces obtenemos que tsy(E,) v tso(Fy) (mostrados en la figura 6.5) no son iso-
morfos.

< skip,0 > < skip,0 >

< redo,oc0 >

Figura 6.5: tsy(Ey) v tso(Fy)

En consecuencia, necesitamos mas informacién en el sistema de transiciones, de

forma que seamos capaces de diferenciar las conductas paralelas de las elecciones.
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Introducimos al efecto una nueva clase de transiciones, que llamaremos fantasmas,
queriendo poner de manifiesto asi que no van a intervenir en la evolucion del sistema
(ni a nivel funcional, ni a nivel de prestaciones), solo se tendran en cuenta para definir

nuestra equivalencia estocastica.

Estas transiciones representarian las ejecuciones potenciales de pares de multiaccio-
nes estocésticas en paralelo. Solamente necesitaremos capturar la posible ejecucion
de dos multiacciones estocasticas en paralelo, y distinguiremos las transiciones fan-

tasmas de las otras, denotandolas de la forma:

<ai,ri>||<azre>
1 - 2
En la tabla 6.2 se introduce la regla que genera esta nueva clase de transiciones.
Podemos observar que por cada bolsa concurrente {<ay, 71>, <ag, 9>} € BC(Q)

podriamos obtener dos transiciones diferentes:

<ai,r1> || <azre> <az,r2>||<airi>
__% _—

2yG ? 2

de modo que una vez mas incluiremos en el sistema de transiciones so6lo una de ellas,

al igual que hicimos al tratar las sincronizaciones.

(Fan) Sea {< ay,r; >, < ag,m2 >} € BC(G)

<ai,ri> ] <ag,ro>
1,71 Gl( )* GT 2,72 G2

<ai,r1>||<azra>
—>

G

2

Tabla 6.2: Regla de transicion Fantasma

Definimos ahora un tercer sistema de transiciones de E, para cada s-expresion
estatica regular F, teniendo en cuenta las nuevas transiciones generadas por las

reglas Skp, Rdoy Fan.

Definicion 6.3 Siendo E una s-expresion estética regular, se define ts3(E), como

ts3(E) = (V U {[E]=}, AU A, U Ay, )

donde ts(E) = (V, A, v0), v:

o Ay ={([E]z, <skip,0>,[E]=), ([E]=, <redo,c0>,[F]|=) }
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<a,r>||<B,s>

d Ag = {I ([H]57<O‘ﬂ7d> ” <5,S>, [J]E) |H S [E>7 H -2 J I}

Utilizando este nuevo sistema de transiciones, introducimos un nuevo isomorfis-

mo (2%;) entre s-expresiones estaticas regulares.

Definicién 6.4 Dado un par cualquiera de s-expresiones estaticas regulares FE; y

Es5. con:

ts3(Er) = (VErU{[Ei=}, APru AB U Afl,vfl), con ts(Ey) = (VE, AP o)
ts3(Fq) = (VP2 U {[Ey)=}, AP2 U AB2 U AfQ,v(;EQ), con ts(Fy) = (VP2 APz o)

Escribiremos F; =, F,, si existe una funcién biyectiva:

h: VPU{[El=} — VP U {[B=}
tal que

o h(vy') = vy”, h({Er]=) = [By]

o Vol whr ¢ VB,

APr(vFr <, r> wP) = AR (h(vP), <a, >, h(w™)),
AP (WP <o, r> || <B, s>, wP) = AP (h(v™), <a,r> || <B,5>), h(w™"))

Es trivial comprobar que se trata de una relaciéon de equivalencia, es decir, satisface

las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

Ejemplo 6.3 Volvamos a considerar las s-expresiones del ejemplo 6.2:

E; =<{a},r> || <{a},r>
Fy =<{a},r>;<{a},r> 0O <{a},r>;<{a},r>

ts3(E3) v ts3(F3) se muestran en la figura 6.6, donde se puede apreciar la presencia
de la transicion fantasma en ts3(E3), de la cual podemos concluir inmediatamente
que B3 %, F3. =
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< skip,0 > < skip,0 >

< redo,co >

Figura 6.6: ts3(E3) y ts3(F3)

6.2 Congruencia

La relacién =2, es basicamente la relaciéon = que se tenia en PBC plano. Sin em-
bargo, para sPBC esta relacion aiin no nos satisface, ya que no es una congruencia,

como se pone de manifiesto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 6.4 Consideremos las siguientes s-expresiones estéticas:

Es = [f: ((<{a,f},1> 0 <{f},3>) [ (<{a, f},2> O <{f},3>))]
F; =<{a},1> O <{a},2>

Los sistemas de transiciones correspondientes, ts3(FEs) v ts3(Fs), son los mostrados

en la figura 6.7.

< skip,0 > < skip,0 >
4 1 N 4 N
<al> <a,1>
tss(Es :@ E9 tss(Fy :CF FQ
3( 5) 5 <a,2> = 3( 5) 5 <a,2> it}
. J . J
< redo, o0 > < redo, o0 >

Figura 6.7: ts3(E5) v ts3(F5)

Por tanto, son isomorfos. Sin embargo, si tomamos:

Es = (Es5|| <{a},1>)sya
Fs = (Fs|| <{a},1>)sya

se puede comprobar que Eg %, Fg, ya que en ts(Eg) hay dos arcos conectando Eg

con Fg, ambos etiquetados con <@, 1>; mientras que en ts(Fg) también hay dos
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arcos conectando Fg con Fg, pero ahora uno etiquetado con <(,1/3> y el otro con

<0,2/3>. En consecuencia, ni siquiera las CTMCs asociadas son isomorfas. O

Pretendemos pues definir una relacion de equivalencia, que resuelva los proble-
mas anteriores, en la cual dos s-expresiones estiticas regulares serdn consideradas
equivalentes si, a nivel funcional (cuando eliminamos toda informacion estocésti-
ca) tienen el mismo comportamiento cualitativo, y a nivel de prestaciones generan
CTMCs isomorfas. Por ejemplo, con esta nueva equivalencia seremos capaces de

identificar las dos s-expresiones siguientes:

n
<a,Zn~> y <a,r> 0. 0<a,r,>
i=1
Pero ademaés pretendemos que esta equivalencia se conserve en el &mbito de cualquier

operador, esto es, que sea una congruencia.

Por ello, introducimos a continuacién una nueva relacion de equivalencia, que lla-
mamos equivalencia estocdstica (definicion 6.7). Para ello es necesario anotar cierta
informacion adicional en los arcos del sistema de transiciones, en concreto la infor-
macion de los conflictos (definicion 6.5). Sin embargo es importante precisar que esta
informacion adicional no modifica la interpretacion ya conocida de los arcos, es de-
cir, que tan solo anotaremos esta informacion en aras de poder decidir con exactitud
qué arcos estan en un mismo conflicto. Asimismo, junto al conjunto de conflictos,
anotaremos el nimero (o la concatenacion correspondiente) de la multiaccion que
aparece etiquetando el arco. Pero, antes que nada, veamos que si una multiacciéon
estocéstica < a,r > es ejecutable desde una operativa GG, entonces su conjunto de
conflictos es invariante con respecto a cualquier operativa G', con G' = G, si de ella

también es posible ejecutar dicha multiaccion estocéstica.

Proposiciéon 6.1 Sea G € OpReDynFExpr y < a,r >, una instancia de < a,r >
ejecutable desde G, con Conflict(G,<a,r>,) = C.

Entonces, si 3G’ € OpReDynEzpr, con G' = Gy <a,r>, también ejecutable desde
G, se tiene que Conflict(G', <a,r>,) = C.

Demostraciéon: Por induccion estructural.

Caso base. G = <a,r>. Trivial.

Caso general. Casos posibles:
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1.

(a)

(b)

(a)
(b)

G =Gy E. Si <a,r>, es ejecutable desde G, lo serd desde G;. Ademas
si G' es operativa, con G' = G, y <a,r>, ejecutable desde G’, necesa-
riamente G’ = G; E, con G| operativa, G| = Gy, y <a, 1>, ejecutable
desde G|, por lo que podremos aplicar la hipétesis de inducciéon sobre G .

Ademés, como los conflictos no varian, facilmente se deduce la propiedad:

Conflict(G', <a,r>,) = Conflict(G', <a,r>,) =
Conflict(G1, <a,r>,) = Conflict(G, <o, r>,)

G = E;G4. Anéalogo al subcaso anterior.

G = G1OFE. Habra que considerar si G; es o no equivalente estructural-
mente a una s-expresion dindmica inicial (ya que si lo es, el conjunto de

conflictos puede variar).

i. Si Gy # F, VF estatica. Entonces los conflictos no varian, y bastaria
con aplicar la hipotesis de inducciéon sobre G .

ii. Si IF estatica tal que G; = F. Entonces si <a, 7>, es ejecutable en
G, lo serd también en GG; y puede que otra multiaccién estocastica
<o, ">, loseaen H, donde H = E, aumentandose asi su conjunto
de conflictos. Cualquier operativa G' = G, desde donde se pueda eje-
cutar <a,r>, serd de la forma G|0OF (con G| = G1). En cualquier
caso, aplicando la hipotesis de induccion sobre Gy y H, y aplicando

la definicién de conflicto:

Conflict(G', <a,r>,) =
Conflict(G, <a,r>,) U Conflict(H,<a,r>) =
Conflict(Gy, <, r>p) U Conflict(H, <o, r>) =
Conflict(G, <o, r>,)
donde hemos considerado que <a, r>, es ejecutable desde G/.

G = FOG,. Analogo al subcaso anterior para la eleccion.

G = G4||H. Se sigue con un razonamiento similar al de la secuencia.

G = H||G. Analogo al subcaso anterior.

4. G = Gy[f]. Si <a,r>, es ejecutable desde G es debido a que < f~'(a),r>,

lo es desde GG;. De esta forma cualquier operativa G', G' = @, seria de la
forma G'[f], con G} = G;. Si <a,r >, es ejecutable desde G’ es porque
< f Y a),r>, lo es desde G, por lo que bastarfa con aplicar la hipotesis de

inducciéon para comprobar que los conflictos no varian.
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5. G = Gyrsa. Si <a,r>, es ejecutable GG, es porque lo es desde G y a,a ¢

6.

A(cr). Por tanto han de coincidir los conflictos de G y de G para <a, 7>,

Ademés, cualquier operativa G' = G, tal que <a, r>, es ejecutable desde G,

serd de la forma G' = G’ rs a, con <a,r>, ejecutable desde G| y G| = Gy, y

ya sblo bastaria con aplicar la hipotesis de induccién.

(a)

(b)

(c)

.G =

(a)

(b)

G = [G; * E; x Ej]. Se hace un razonamiento similar al de la secuencia

y el paralelo.

G = [Ey} x= G1 x Ey]. Se hace un razonamiento similar al caso de la

eleccion, diferenciando si G es inicial o no.

G = [E; * E5 x G1]. Se hace un razonamiento similar al subcaso anterior.
G sya

Si <a,r>, es ejecutable desde G'1, como los conflictos de G; se mantienen

en G, bastaria con aplicar la hipotesis de induccion !.

Si <a,r>, no es ejecutable desde GGy, y si lo es desde G al aplicar la regla
Sy2’, entonces procederemos sobre el nimero de veces que se ha aplicado

dicha regla para obtener <a,r>,,.

Caso base. <a,r>, se ha obtenido al aplicar la regla Sy2’ una sola vez.

Entonces:
<@, >, =<1, 71>, By <Qo,T9>,,, siendo n = n;.ny (concatenacion)

donde <a 1 >,, y <ag,r2>,, son ejecutables desde Gf.

Ademas, cualquier operativa G' = G, con <a,r>, ejecutable desde G’,
cumple que es de la forma G' = G| sy a, con G| = G, y como <a, 1>, se
ha obtenido de una sincronizacion se tendra que <oy, r;>,, v <ag, 79>,

son ejecutables desde Gj. Asi, aplicando la hipotesis de induccion:

Conflict (G, <ay,r1>,,) = Conflict(G1, <oy, r1>n,)
Conflict (G, <ag,r9>,,) = Conflict(G1, <ag,re>,,)

INétese que no puede haber nuevas multiacciones estocésticas <a,r'> provenientes de sincro-

nizaciéon que estén en conflicto con <a,r>,, segin nuestra definicién de conjunto de conflictos.
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por lo que aplicando la definiciéon de conflicto en la sincronizacién se llega

a que:

Conflict(G', <a,r>,) = Conflict(G' sy a, <oy, 11>, o <Q2,T9>p,) =
Conflict(G1sy a, <ay,T1>p, By <Qo,19>,,) = Conflict(G, <a,r>,)

Caso general. <a,r>, se ha obtenido al aplicar la regla Sy2’ k-1 veces,

con k>2. Entonces:
<o, r>p,=<01,T1>n, Da <Qg, T9>p, DBy... Dy <Oy, Tk>nk

Con un razonamiento analogo al caso base y aplicando la hipotesis de
induccion, llegariamos a la propiedad deseada, ya que los conflictos en
la sincronizacion se obtienen a partir del producto cartesiano de las mul-

tiacciones estocésticas que intervienen en dicha sincronizacion.

La proposiciéon anterior nos permite definir:
Conflict([G)=, <a,r>,) = Conflict(G', <a,r>,)

para todo G € ReDynExpr, tomando cualquier G’ operativa, con <a, r>, ejecutable
desde G' 'y G' = G.

Ya estamos en condiciones de definir el que llamaremos nuevo sistema de tran-
siciones, anotando en los arcos junto a la multiaccion estocéstica correspondiente
su numeracion y su conjunto de conflictos. Reiteramos de nuevo el hecho de que
ello no afecta a la interpretacion que hacemos de los arcos, ni condiciona la posible
evolucion del sistema por medio de la ejecucion de las correspondientes multiaccio-
nes estocasticas. Como ya distinguimos (con la numeracion) todas las multiacciones

estocésticas, tendremos un sistema en lugar de un multi-sistema.

Definicién 6.5 Dada E una s-expresion estatica regular, definimos el nuevo sistema

de transiciones de E, al que denotaremos por nts(E), de la forma:

nts(E) = (VU{[E]z}, A U Agr U Ay, vp)
donde
e V={[H]=|Hec[E)}

o vy =[E]=
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o A= {(He<ar>uo.[J)2) | He[B), H™ 3T y
C = Conflict([H]=, <a,7>2) }

o A, ={([E]=z, <skip,0>,[E]=), ([E]=, <redo,co>,[F]|=) }
hd Ag = {([H]Eﬂ<a7T>ﬂ1 || <5ﬂ8>ﬂ27[‘]]5) | H € [E>7

<a,r>ny || <Bys>n,

LN J} O

Observemos que en los casos particulares de skip y redo no necesitamos introducir

ni la numeracion ni los conflictos, y por ello, las mantenemos tal como estaban.

Para definir la equivalencia necesitamos esta definicion previa:

Definicién 6.6 Dados nts(E)y (v, <a,r>,c,w) € A,, entonces llamaremos razon

de paso entre los nodos v y w con respecto a la multiaccion o y al conflicto C, a

r(v, o, Cyw) = Z{ ril (v, <o, mi>pco,w) € Ay}

Sera por tanto la suma de las razones de las multiacciones estocéasticas que van de

v a w, con multiaccion asociada a y que tienen el mismo conjunto de conflictos C'.

La razon de conflicto de C se define como:
re(C) = Z{ ri| <a,rj>p,€ C}

Al conjunto de conflictos que pueden aparecer en un nodo con respecto a una mul-

tiaccion lo denotaremos por C(v, a):
Clv,a) ={Cj | (v,<a,ri>w.c;, wi) € Ag}

esto es, C(v,a) es el conjunto de los conjuntos conflictos C; tales que <o, 7;>w ¢,

es la etiqueta de un arco que sale de v’ = v.

También se puede definir la razdn de paso entre los nodos v y w con respecto a la

multiaccion o, como:

r(v, o, w) = Z{r(v,a, Cp,w) | (v, <a,rj>p 0, w) € Ay }
k

Podemos finalmente definir nuestra relacion de equivalencia (~):
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Definicién 6.7 Dadas dos s-expresiones estaticas regulares Fy, Fsy, con:
nts(Ey) = (VP U{[BEy]=}, AP u APr U Afl,vfl)
nts(Ey) = (VP2 U {[By]=}, A2 U APz U Al v?)
Diremos que F; y Fy son estocdsticamente equivalentes, y lo denotaremos por

FE, ~ Es, si existe una funcion biyectiva
¢: VI U{[E=} — VP U{[E)=}
y para todo v € V1 y para todo a tal que C(v,a) # 0, existe una biyeccion

h'ua

3

:C(v,a) = C(9p(v), ), tal que rc(C)) = re(hy,o(Cy)), VC; € C(o(v), @)

hy« es una funcion biyectiva que asocia a cada conjunto de conflictos en C(¢(v), «)
otro conjunto de conflictos con respecto a la misma multiaccién en la imagen del
nodo, tal que se conserva la razon de conflicto. Ademaés, han de cumplirse los puntos

siguientes:

o §([E]=) = [Ea]= v ¢([E1]=) = [Ea)=

e Consideremos ¢(v') = v? € VB2, ¢(w') = w? € VP2 h,,(C) = C)y
hy 5(C2) = CY entonces:

- Si (v, <o, >0 0, w') € AEL entonces sy, 0} tal que
(v2, <o, s1>p1 01, w?) € AP, con r(vh, o, Cr,w') = r(v?, o, Cf, w?).
. Si(0*, <@, 51>y 0 ,w?) € A2, entonces 3ry, ny tal que
(!, <a,r1>n,.0,,wh) € AP con r(v?, a, O, w?) = (v, o, Ch, wh).
e Si(v) <a,ri>g, || <B,re>n, ,w') € A, entonces
> (v, <o, >0 ,2") € AP
> (v, <B, 9>, 0 ,y') € AFL
> 351,850,100 tal que (v, <a,s1>n || <B,59>n ,w?) € A2, con
(V2 <o, s1>p cr  d(at)) € AP A (02, <B, s9>n 0, B(yt)) € AL
e Si(v2 <a, s> || <B,sy>n,w?) € AP entonces:
> 30, <a, 51> 01, 27) € AL
> E|(U2, <p, S2>nt ,y2) € AaE2
> 371,79,m1,my tal que (v1, <a,ri>n, || <B,7>n,,w!) € AT con
(0!, <a,ri1>n,.0,, 90 H(2?) € APT A (01, <B,r9>0,.00, 0 H(y?)) € AP

O
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La interpretacion intuitiva de la definicién anterior es la siguiente:

Existe una correspondencia biyectiva entre los nodos de los dos nuevos sistemas

de transiciones, de forma que:

e Hay una correspondencia entre las s-expresiones iniciales y finales.

e En cada nodo, para cada conjunto de conflictos hay uno asociado en el nodo
imagen (con respecto a la misma multiaccion), conservandose las razones de

conflicto, y las razones de paso con respecto a la multiaccion y su conflicto .

e La presencia de un arco fantasma en uno de los lados implica la presencia de
otro arco fantasma en el otro lado, con las mismas multiacciones, aunque posi-
blemente con razones distintas. Ademas el arco fantasma implica la presencia
de arcos de At (AF2) correspondientes a las multiacciones estocésticas que lo

etiquetan, asi como su contrapartida.

Corolario 6.1 Los pares de s-expresiones estéticas regulares (E, F') que verifican
E ~ F tienen CTMCs isomorfas.

Demostracion:

Segiin la definicion de ~, para nodos equivalentes, tomando cada multiaccion
estocéstica, tenemos que la razéon de paso respecto a ella y a su conjunto de conflicto
coinciden en ts(E) y en ts(F). Por tanto, como la correspondencia de conflictos es
univoca, se tendra que también se conserva la razén de paso entre dos nodos respecto
a una multiaccion. En consecuencia, la suma de todas las razones de los arcos que

enlazan dos nodos de ts(FE) es la misma en sus correspondientes nodos imagen (en

ts(F')), teniéndose entonces que sus correspondientes CTMCs son isomorfas. O

Ejemplo 6.5 Consideremos de nuevo las s-expresiones estaticas del ejemplo 6.4:

E5 = [f : ((<{a7f}a1>1 U <{f}a3>2)”(<{a:f}72>3 U <{f}a3>4))]

Fs =<{a}, 1>, O <{a},2>,

nts(Es) y nts(F5) son los mostrados en la figura 6.8.

Claramente se puede apreciar que F5 ¢ Fjy, ya que no es posible encontrar la

biyeccion entre los conjuntos de conflictos en los dos sistemas de transiciones. O
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< skip,0 > < skip,0 >
4 N 4 N
< a, ]' >1.4,{1.4} < a, 1 >1’{1’2}
L N
nts(Fy) = CF F;
<a,2>931(23) N (F5) > <a;2>3010 \Z2
- J - J
< redo, o0 > < redo, o0 >

Figura 6.8: nts(Es) y nts(Fs)

Ejemplo 6.6 Los siguientes pares de s-expresiones estiticas regulares son estocés-

ticamente equivalentes:
E; =<{a},2> ~ Eg=<{a},1>0<{a},1>
F, =<{a},3> ~ Fg=<{a},1>0<{a},2>
Ademés, tenemos que
E7 || Fr ~ Eg|| Fy
y considerando:
Eq = (E;|| F7)sya

Fg = (Eg || Fg) sy a
se tiene también que

Eg ~ Fg
lo que puede comprobarse facilmente a partir de nts(Eq) y nts(Fy), los cuales se

muestran en las figuras 6.9 y 6.10, respectivamente. O

Para poder comprobar que realmente ~ es una congruencia necesitamos unos

resultados previos.

Lema 6.1 Sea G € OpReDynExpr, {<aq,r1>, <ag,r9>,...,<ayn, >} € BC(G),
con n > 2,y dado <oy, s1>€ Conflict(G,<ay,r1>). Entonces 3G" = G, operativa,
tal que {<aq, $1>, <@g, r9>, ..., <ay,m,>} € BC(G').
Demostracion:

Por induccion estructural.

e Caso base. Este caso debe ser necesariamente un paralelo, en el que n mul-

tiacciones estocésticas estén activadas a la vez:
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< skip,0 >

<a,2>1] <é&,3>3

3
&
E
5
5
Il
(=)
\
\
|
\
1
|
|
1
|
|
|
|
|
|
|
|
I
I
|
1
I
1
I
I
1
1
1
=)

< redo, 00 >

Figura 6.9: nts(Ey)

< skip,0 >

<a,l1>3] <a,2>4

ntS(FQ) = (Fg i <0, % >137131452324) = 9

<90, % >2.3,{1.3,1.4,2.3,2.4}

2
<0,3 >14,{1.3,14.2324}

2
<0,3 >24,{1.314,2324}

(Es|| Fy)sya

< redo, 00 >

Figura 6.10: nts(Fy)
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donde cada G; es operativa, y <a;,r; > es ejecutable desde G;. Como existe

una operativa G, con G} = G4, donde < ay, s1 > es ejecutable (lema 5.2),

entonces con

G'=G|G, ... |G

se tiene que G’ operativa, G' = Gy {<aq,s1>,<ag, 1>, ..., <Qu,Tp>} €
BC(@").

e Caso general. Supongamos que (G; cumple la hipotesis de induccion. De

esta forma, segtn la sintaxis de las operativas, G sera de la forma:

1.

G =G E 6 G = FE;Gy, donde E es una s-expresion estatica regular
cualquiera.

Este caso se resuelve, aplicando la hipotesis de induccién.

. G = G10F 6 G = EOG, donde E es una s-expresion estatica regular

cualquiera.

Por la restriccion sintactica adoptada, no es posible que G sea inicial,
esto es, que exista F estatica con G; = F (ya que supondria tener un
paralelo al mas alto nivel dentro de una eleccion). Por lo tanto, los
conflictos de G son los de G, asi como las multiacciones ejecutables y

las bolsas concurrentes, con lo que bastaria con aplicar la hipotesis de

induccion.
G = Girsa. Si{<ay,r1> <ag,re>,...,<ay,r,>} € BC(G), entonces
a,a ¢ Aag), i =1,...,n, siendo también una bolsa concurrente de Gj,

con lo que bastaria con aplicar la hipotesis de induccion.

G = Gi[f]. Si{<a, > <ayre>,....,<au,r,>} € BC(G), enton-
ces {< fHay),r1 >, < fHaw),re >, ..., < fHaw),mn >} € BC(G),
y si < ag, s >€ Conflict(G, < ay,m1 >), es porque < f~'(ay), s >€
Conflict(G1, < f~"(a1),r1>), con lo que se reduciria a aplicar la hipo-
tesis de induccion.

G=[Gi*ExF], G=[ExG%F]6G=[ExF=xG,],donde E'y F son
s-expresiones estaticas regulares cualquiera.

El primer caso se resolveria facilmente aplicando la hipo6tesis de induccion.
Para el segundo y tercer caso, por la restriccion sintéctica, no es posible
que (G sea inicial, teniéndose en G las multiacciones estocasticas, las
bolsas concurrentes y los conflictos de G, con lo que se resolveria de

nuevo aplicando la hipo6tesis de induccion.
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6. G =

(a)

G1sya.

Si <aq, 71> no proviene de sincronizar en a, entonces <aq, 51> tam-
poco (debido a la restriccion sintactica y a la definicion de Conflict).
Entonces podemos suponer que en la bolsa concurrente algunas mul-
tiacciones estocéasticas podrian provenir de sincronizar. Sin pérdida
de generalidad, supondremos que son <y, 7;>, 7 = 2,...,m (con

m < n), que serian de la forma:
<O, Ti>=<04,,Ti > D, <Oy Ty >

donde {<ay,,r;, >, <ay,, 1, >} € BC(G;). Con lo cual tendremos

que:
{<aq, 1>, <ag,,T9, >, <Ay, To, > ooy <Qmys Trny >y <Qlmys Ty >,
<L Opg1s Tng1 >y e vy <Oy, 7"”>} € BC(Gl)

Como < oy, s; >€ Conflict(G1,< ai, 1 >) (ya que no proviene de
sincronizar), entonces, por la hipotesis de induccion tenemos que

existe G operativa, con G|, = Gy y

{<aq, 81>, <ag,, o, >, <Q9,y,To, > ooy <Oy Ty >y < Qs Ty >

<1y T 1> - - <O, 7>} € BCO(GY)

y sincronizando en la bolsa, se tiene que:
{<ay, s1>, <ag, 19>, ..., <a,,r,>} € BC(Gsya)

con lo cual, tomando G' = G sy a concluimos que G’ es operativa,
G =Gy {<ay,s1> <ag,re>,...,<ap,r,>} € BO(G").

Si <aq,r;> proviene de sincronizar en a, entonces < ay,s; > tam-
bién (debido a la restriccion sintéctica y a la definicion de Conflict).

Supongamos que son de la forma:

<oy, >=<aq,,11,> By <aq,,T1,>
<aq, s1>=<aq,, 81, > P <Qy,, S1,>

Y al igual que en el subcaso anterior podemos suponer que <a;, r;>,
con i =2,...,m (m < n) vienen también de sincronizar, siendo de

la forma:

<, Ti>=<,, Ti, > By <@y, Ti,> 1=2,...,m
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De ahi:
{<ay,, 11, >, <1, T, >y ey <Qngs Ting >y <Oy s Ty >
LUty Ta1 > - - 5 <Qp, 1>} € BO(Gh)
Por definicion de Conflict sabemos que < a;,,7, >y < aq,, 51, >
estan en el mismo conjunto de conflicto, y andlogamente <a;,, 7y, >
y <au,, s1,>. Obsérvese que, de nuevo, esto es una consecuencia de
la restriccion sintactica introducida. Entonces aplicando dos veces la

hipdtesis de induccion, obtendremos una s-expresion operativa G =

G4, tal que:

{<aq,,51,>,<0q,,81,>, <Qg,, T2, >, <02,,T2,>,. ..,

<Oy s Ty >y <Oy Ty > <O 1y Tt 1>+« 5 <Oy T >} € BO(GY)

Sincronizando de nuevo en a, y considerando G’ = G’ sy a, donde G’

es operativa y G' = @, se tiene que:

{<ay, s1>,<ag, 19>, ..., <ay,,m,>} € BC(G)

Lema 6.2 Sean F; y E, dos s-expresiones estaticas regulares con Ey ~ Ey, Hy, H) €
OpReDynExpr, tales que H, € [EB)), H, € [Ey), ¢([Hi]=) = [Hi=, v <a,7>,
ejecutable desde H;. Entonces, existe algin <a, s>,  ejecutable desde Hy = H.),
tal que:

cr(Hy, <a,r>p) = cr(Hy, <a, $>y)

Demostracion:
Consideremos:

Conflict(Hy, <a,r>n) = C, hiy2,a(C) = O, ¢([Hi]=) = [H)=, ¢([1]=) = [J]=
entonces si ([H]=, <a,r>,c,[Ji]=) € AF' se tiene que existen n', s tales que

([Hé]57 <a, S>n’,C’7 [JQ]E) € AE2

a )

con rc(C') = re(C") (por definicion de hyg,i_ o ),

por lo que podremos concluir que existe una operativa Hy = HJ, desde la cual

<a, s>, es ejecutable, tal que Conflict(Hy, <c,$>,/) = C' y de ahi:

cr(Hy, <a,r>,) = cr(Hy, <a,s>p)
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Recordemos que las transiciones fantasmas se han introducido sblo para pares de
multiacciones estocasticas regulares, en lugar de hacerlo para cualquier bolsa posible.
En la proposicion siguiente se pone de manifiesto que efectivamente esta informacion

es suficiente para identificar todo el paralelismo potencial en una s-expresion.

Proposicién 6.2 Sean FE;, F, dos s-expresiones estaticas regulares, tales que
B, ~ E,, y H, € OpReDynEzpr verificando H, € [E;). Entonces, para cual-
quier v, = {<ay, 1;>m, }7, € BC(H;), con n > 2, existe una s-expresion dinamica

operativa regular Hy € ¢([H]=), con alguna bolsa v, = {<a;, 1>, }1o) € BO(Hs).
Ademas, si  ([Hy|=, <, 7i>m, c;, [Hiil=) € AFY parai=1,...,n, entonces
([Hal=, <o, 15> o ([Hi =) € AP, con hig,)_ o(Ci) = Cf v 1e(Ci) = re(C),

siendo hjpy,)_ o la biyeccion que nos proporciona la equivalencia ~.

=
Demostracion:

Por inducciéon sobre n.
e Caso base: (n =2).

A partir de {<ay, 11>, <o, 79>, } € BC(H;) podemos deducir que existe
una transicion fantasma ([Hy]=, <oy, r1>m, || <@g, 7o>m,, [Hi]=) en nts(E,),
con ([Hy)=, <, 7i>m, c;y [Hiil=) € AF parai=1,2.

Entonces, aplicando la definiciéon 6.7, obtenemos la correspondiente transicion

fantasma en nts(Es):

(([H1)2), <ar, ri>my || <az, m5>my, ¢([Hi]=))

con (¢([H1]=), <o, 7i>mrcr ¢([Higlz)) € A, con Cf = hyyy2,(Ci), y en

consecuencia rc(C;) = rc(C}), para i =1, 2.

Con lo que v = {< a1, 7] >pr, < a9, 79 >y} € BCO(Hy), para algin Hy €

o([H]=)-

e Caso general: (n > 2)

n—1

Partimos de v, = 71,1 U {<ay, rn>n, } donde v 1 = {<ay, ri>m, Hi) .
Por la hipoétesis de induccién, podemos encontrar una s-expresion dinamica

operativa Hy € ¢([H1]=) y M2 = {<ai, 7j>n }|-| € BC(H,), tal que

si ([Hil=, <, 1i>m.c:y [Hiil=) € AP entonces
([Hsl=, <ai,ri>mrcr, d([Hil=)) € AP, con hygy)2 a0, (Ci) = Cf

a

y re(C;) = re(Cl), parai=1,...,n—1
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Entonces, considerando que {< a;,7; >m,, < p,Tp >m,} € BC(H;) con i =

1,...,n — 1, y utilizando de nuevo la definicién 6.7, concluimos que existe
{<ai, >y, <an, 15, >p, } € BC(Hy;) donde Hy; = Hy y ademds <oy, 77>, €
Cl.

Ademés, sabemos que existe un arco de la forma
([HQ]Ea <y, T;1>m’n,c.fla ¢([H1,n]5)) S AaEQ

con hpm,)_ a,(Cn) = C). De hecho, sabemos que <ay, 1, >,, € C,. De esta
forma, por el lema 6.1, obtenemos que Vi € {1,...,n}, IH), = Hy; tal que

{<ai, ri>m, <an, 1, >m } € BC(Hy,;)
y de ahi teniendo en cuenta que ya teniamos:
{<ay, r'1>m/1, <, r'2>m12, o, <Op_t, r;171>m;1_1} € BC(H,)

como Hy = Hy;, y debido a la restriccion sintéctica impuesta la dnica po-
sibilidad para que eso ocurra es que dentro de H, exista un paralelo en-
tre la expresion que permite ejecutar las n-1 multiacciones estocasticas de
{<an, i >m, <o, 19>py, o, <Qpo1,7, 1 >me b Y la que nos permite ejecu-

tar <ay,, 1, >, . Por tanto,
{<an, >, <o, m9>p, 0 <1, Ty >p s <O, Ty >p ) € BO(Hy)

con H), = H,.

Finalmente, estamos ya en condiciones de demostrar que la relaciéon de equivalencia

~ es realmente una congruencia.

Teorema 6.1 Sean E,, E,, E, E' s-expresiones estaticas regulares tales que
E1 ~ E2

Entonces, tenemos:



176

Equivalencias

(i)
(ii)
(iii)
(iv)
(v)
(vi)
(vii)
(viii)

(ix)

E\; E ~ Ey; E y E;E ~ E;E

E\|E~FE|E vy E|E ~E|E

EOF ~ E,OE y EQOE ~ EO0FE,

E\[f] ~ Es[f], para cualquier funciéon de renombramiento biyectiva f
Eisya ~ Eysya, paratodoac A

Eirsa ~ Eyrsa, paratodoae A

[Ey * E' «xE| ~ [Ey x E' x F]

[E' « Ey xE| ~ [E' x Ey x E]

[E'« E xEy| ~[E % E % FEy]

Demostracion:

Counsideremos:

E)=(VEU{[E]=}, AP U AL U AT of),
E) = (VP U{[E)=}, AP u AP U Af’, v,

(
(

nts(E,) = (VPr U {[Ei]=}, APt u AEr U A;El,vfl),
(

nts(Ey) = (VB2 U {[Es)=}, AR U AB2 U AgE‘-’,UfZ)

¢ la funciéon biyectiva entre los nodos obtenida a partir de F; ~ Fs, esto es:

¢ VI U{[E=} — VP U{[E)=}

y para cada par (v, ), con v € VE' tal que C(v, ) # 0 tenemos la biyeccion h, 4 :

hya:Cv,a) = C(p(v),a), que cumple rc(C)) = re(hy,o(C))), VC; € C(v, o)

(i) Consideremos

Fi=E;E y Fy=FEyFE

nts(F}) y nts(Fy) se obtienen como sigue:

nts(F) = (VO U{[F]=}, A7 UAZ U AT v
-1 a sr g 0
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donde 2

VI ={[H;; E]= |Hi € [E) }U{[E;; Gz |G € [E) }

AP = {([Hy; Bl= <o, >0, [J Bl ) [ (i, <a,r>nc, [h]e) € AP} U
{([By; Gz, <a,r>n0, By J12) | ([Gle . <a,r>nc, []2) € AP}

Afrl = { ([E]Ea <Skip, 0>7 [Q]E)a ([ﬂ]Ea <’I“€d0, OO>7 [FI]E) }

Agt={([Hi; Bz, <a,r>y, || <B, 5>, [J1; El=) |
([HI]E 7<05:7A>n1 || <575>n2: [Jl]E) € Afl } U
{ ([Ela G]E ) <Ot,T>n1 || <ﬁa S>n2a [Ela J]E) |
([Glz , <a, >4, || <B,5>n,,[J]=) € AV}
vy = [F]=
Podemos observar que en la definicion de V1 tenemos que:

- [Ey; El==[E;El= yaque Ej; E=Ej B

- [Fi]l==[E;E]l= yaque Ej;E=E; E

- [Q]E: [El;E]E vaque By E=F; B

Anéalogamente,
nts(Fy) = (V2 U {[&]E},AGF2 uAfy A?,vgz)
donde

VI ={[Hy E]= | Hy € [E2) }U{[Ex; Gz |G € [E) }

Ag_b - { ([H27 E]E ,<Oé, T>n,C ’ [J27 E]
{ ([EQ: G]E ) <Oé, T>n,C ’ [E2: J]

) ([Ha= , <a,r>nc,[f)=) € AZ* J U
) ([Glz . <ayr>nc, [Jl=) € AS}

Afrz = { ([FQ]E’ <Skip, 0>7 [&]E)a ([&]Ea <’I“€d0, OO>7 [F?]E) }

2Para no sobrecargar la notacién, vamos a suponer a lo largo de toda la demostracién que

las multiacciones estocasticas se numeran independientemente en cada subexpresién, y que esa

numeracién se conserva en las expresiones donde estén incluidas.
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Ag‘z ={([Hy El=,<a,r>,, || <B,s>ny, [J2; E]=) |
([Hol= , <a,m>p,, || <B,5>n,,[J2]=) € A2} U

{ (B2 Gz <a,r>n, || <B,s>n,, [Ea; J]=) |

([Glz s <, r>p, || <B,5>n,,[J]=) € AP}

U(};} = [E]E

con [Ey; Elz = [Ey; El=, [B]= = [Ex Elz v [B)= = [Ex El=.

Entonces, definimos ¢ : VI U {[Fi]=} — V™2 U {[F,]=}, de la forma siguiente:

- Si [H|= € VPt y ¢([H,]=) = [Hs)=, entonces p([Hy; E]=) = [Hay; El=
- o([E1; G)=) = [Ey; G)=, para cada G € [E)

- (A=) = [F2]=

Es inmediato comprobar que ¢ esta bien definida, y que ademaés es una biyeccion
que verifica p([F}]=) = [Fy)=.

Asimismo para cada v € V1 y cada « tal que C(v, a) # (), definiremos una biyeccion
Gva : C(v,a) = C(p(v),a), lo cual haremos a lo largo de la siguiente distincion de

Casos.

e Consideremos un arco cualquiera e de A. Podemos encontrarnos en uno de

los casos siguientes:

- €= ([Hla E]E , <a, r>n,C 5 [Jla E]E ) , COn ([Hl]E , <a, T>n,C ’ [JI]E ) € AaEla
va que los conflictos de <a,r>, computados desde una operativa deri-
vada de E;, coinciden con los correspondientes a dicha multiaccién esto-
castica, pero computados desde una operativa derivada de F.

Tomando ¢([H\]2) = [Hol=, ¢([71]=) = [Jo)= ¥ himj—a(C) = C', tene-

mos que
o([Hy; Elz) = [Hy; El= v o([Ji; Elz) = [J2; E)=

Definimos entonces gip,;r)_.o(C) = C', teniéndose por tanto que rc(C) =

re(C").
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De esta forma, como E, ~ Fy, 3n', s tal que
([HQ]E , <a, S>n/’cl , [JQ]E) c AaEz

y asi:
((Hy: El= <0, s>wcr, [ El=) € AL

cumpliéndose que

r([Hy; Fl=, o, C,[J1; El= ) = r([Hi]=, o, C, [ J1]= ) =
r([Hs)=, o, C", [ Jo]=) = r([He; El=, a, C', [J2; E]=)

- e=([F;;G)=z, <a,m>nc,[Er; J]=) con ([Glz,<a,r>nc,[J]=) € AF.

En este caso tenemos que:
o([E1;Gl=) = [Bo; Gl=, @([Ey; J]=) = [Ey; )=

y definimos g(g,;¢1-.o(C) = C.

De esta forma
([E27 G]E ; <OZ, r>n,C ) [EQ, J]E ) € Af;?

con
T([Ela G]E y Oy C: [Ela J]

r([Ey: Gl=, o, C, [Ey; J]

)ZT([G];,O&,C,[J];):
)

e Consideremos ahora un arco cualquiera e de Ag 1. Distinguimos de nuevo dos

Casos:

e= ([Hi; El=, <a,m>,, || <B,5>n,,[J1; E]=) con
([Hl];,<04,7“>n1 || <5:S>n27 [Jl]E) € "4gE1

Tomando ¢([Hi]z) = [Hol=, &([h]z) = [l]=, hm=a(C1) = C1 y
him,- 3(C2) = Cf tenemos que

¢o([Hy; Elz) = [Hy El= v o([Ji; Elz) = [J2; E)=

y definimos g,;5)-,o(C1) = C1 ¥ gia;m)=,5(C2) = C5

Ademésa si ([HlaE]E , QLT >g, || </67S>n2’ [JlaE]E) < A51 con
((Hilz, <a,r>,, || <B,5>n,,[J1]=) € A, entonces, como E; ~ E,

llegamos a:
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1. 3([H1]E,<a7r>n1,cl7[H{]
2. 3([Hl];, <B,5>n2,02: [H{I]

) € Ay
) € Ay

3. HTI,SI,nll,n’Q tal que ([HQ]E a<0577ﬂl>n'1 || <p, Sl>n'27[*]2]£) S AgE27
con:
(Hsl=, <a,r'>u 0. $([H]2)) € Ay
([Hsl=, <B. 8 >n,cp, 6([H]]=)) € AP,

Con lo que concluimos que:

1. 3([Hy; El=, <a,7>n,.00, |H); E] =) € AR
2. I([Hi; E)=, <B, 5>ny.00, [HY; E] =) € A

3. ', s, ni,nh tal que ([Hy; El= , <o, >y || <B,8">n, [Jo; El=) €
Al?, con:
([H2 El=, <a,r">n o, o([Hy; El2)) € AR,
([Hy; El=, <, 8 >nycn, 0([HY; E]2)) € A2

- e=([B; Gz, <a,r>n, || <B,5>n,, [Ey; J]=)
con ([Gl=, <a,r>p, || <B,8>n,,[J]=) € AY.

Este caso es simétrico al anterior.

La demostracion para los arcos de AJ? y A? es similar °.

Asimismo, la demostracion para E; F; ~ E; E, es andloga.

(ii) Consideremos

F=E|E y FR=EK|E

En este caso tenemos que nts(F;) y nts(Fy) son de la forma:

nts(Fy) = (VP u {[ﬂ];},AaF1 uAfuy Agl,véml)

ST

3Esto mismo ocurre para el resto de operadores, de modo que en los restantes casos s6lo haremos

las demostraciones para los arcos de A" y A"
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donde:
VFIZ{[HIHG]E | Hle[E> y GG[F>}

)€ AU

Al = {([H||G)= , <, >0, [L|G]2) | ((Hi)= , <a,r>nc, [Ti]=
=) € AT}

{(HlG)= , <a,r>ne, [HillJ]2) | ([Glz , <, r>ne, [J]
AG ={([R]=, < skip.0 >, [R]=). ([F]=, < redo, 00 >, [F1]=) }

Af;l = { ([H1||G]E y <QLT >y || <ﬁ’ $>ny, [J1||G]E) |
[Hil=, <a,r>n, || <B,5>n,, [1]z) € AP } U

(
{((HillGlz, <a,r>n, [| <B,s>n,, [Hi||]]=) |
(IGl=, <o, r>p, || <B,5>n,,[J]=) € AV } U
{((Hil|G]=z . <a,r>p, || <B, s>ny, [N T]2) |
([Hl]— <a, 7“>n1 Crs [Jl] ) € AEl y ([G]E ’<ﬁ73>n2,02 ) [J]E) € AaE}
v = [F]=
donde [F]==[E\[|E]=, v [A]==[EE]=.
nts(Fp) = (VP U{[R)=}, A2 U Al U A2 o)
donde:

P ={[H||Glz|H: € [E2) y G € [E) }

A2 ={([Ha|lG)= , <.r>nc, [LllGl=) | (Ha]=  <ayr>ne, [h]=) € Ag? } U
{(Ha]|G)= , <a,r>nc, [Hol[]=) [((Gl= , <ayr>ne, [J]=) € A7 }

Al = {([F))=, <skip,0>, [Fh]=), ([Fa]=, <redo, 00>, [F5)=) }

A = {({H2||Gl=, <o,r>n, || <B,5>n,, [L]|G]=) |
([Hol=, <a,m>n, || <B,5>n,,[J]=) € AP* } U
{(H:|Glz, <a,r>n, || <B, 5>, [Hs||J]2) |
(Glz. <a,r>p, || <B,5>n,,[J]=) € AP} U
{((Hal|G]= <o, r>n, || <B, 5>, [l T]=) |
([Ho]= , <a,r>n00 . [R]=) € A7 ¥ ([Gl= . <B,5>n,00, [J]=) € AT}
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U(I)w2 = [F?]E
donde [F3]= = [E;||El=, v [By= = B[ E]=.
Entonces definimos
p: VIU{[R]=) = VR U{[F)=}

de la forma siguiente:

- V[Hi]z € VP, o([Hi||G]z) = [H2|G]=, donde ¢([Hi]=) = [Ha]=.

- p([Fi]=) = [F2]=-

Facilmente se comprueba que ¢ esta bien definida, es una biyeccion, y ¢([Fi]=) =
[F3)=

Asimismo, para cada v € V' y cada a tal que C(v,a) # (), iremos definiendo una

biyeccion g, : C(v, @) = C(¢(v), ), en los casos siguientes.

e Tenemos otra vez dos posibles casos para los arcos de A"y en cada uno de

ellos podemos repetir un razonamiento similar al efectuado en el caso (i):

- e=([Hi||Glz ,<a,r>uc,[L1]|G)z), con ([Hi]=z ,<a,7>,c,[1]=) € AP,
yva que los conflictos de <a, 7>, tomados desde una operativa derivada de
E4, coinciden con los obtenidos para la misma multiaccién pero tomados

desde una operativa derivada de Fj.
Tomando ¢([H1]z) = [Haol=, ¢([Ji]z) = [Ll=, ¥ hi=a(C) =

tenemos que
o([Hi||G]z) = [Ha|G]= vy ([/1|G]=z) = [[|G]=
y definimos gz, |jg1=.o(C) = C’, teniéndose por tanto que rc(C) = rc(C").
De esta forma, como E; ~ F,, dn’, s tal que
([HQ]E ,<Oé, S>n’,C’ 3 [J2]E) € AaE2
y asi:
([H:llG)= <, s>wor, [R]IG]=) € Ag?
cumpliéndose que

r(H|Glz, o, G [N]|Glz ) = r([Hi]=, 0, C [Ni)=) =
r(iHsl=, o, O [L]2) = r([Hal|Glz, o, O, [L]|G]= )
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- e= ([H||Glz, <a,r>,c,[Hi||J]z) con ([Gl=,<a,r>,c,[]]=) € AF .

En este caso tenemos que si ¢([H]= = [Hs]=, entonces :
p([H1[|G]z) = [H2 Gl=, o([Hi[l]]z) = [Ha||J]=

y definimos g[H1HG]z,a(C) =C.

De esta forma
(Ha2|Glz, <a,r>pc,[Ho||J]=) € A?

con

r(lGls, 0, O [HilJ]z) = r([Gl=, 0, O ]2 ) =
r((H|Gl=, 0, O [Hy| J]=)

e Para los arcos de Agl tenemos ahora tres casos:
- ([H1||G]E , <a, 7“>n1 || <ﬁ’ S>n27 [J1||G]E ) )

con ([Hilz ,<a,r>y, || <B,s>n,, [Ni]=) € A"

- ([H1||G]

con ([G]

- ([HlnG]E s QLT >q, H <5, $>ny, [JIHJ]E ) ’
con ([Hil=,<a,r>n.c,,|N1]=) € APy ([Gl=, <8, $>np.00, [J]= ) € AE.

=, <Q,T>p, H <5ﬂ5>n27[H1||J]E)7
=, <, >y, || <B,5>n,, [J]=) € Af.

Los dos primeros casos son analogos al caso (i).

Para el tercer caso, como F; ~ F5 podemos encontrar algunos 7', n), y consi-
derando hyy,j- o(C1) = C1, definimos gpy,|jq1=,o(C1) = Cf, tal que

((Hol=, <a,1">n cr, [Jo]=) € A2, y asi:

(Ha|Glz, <a,r">p || <B,5>n,. [Lll]=) € AP

(iii) Consideremos
F1:E1|:|E y FQZEQDE

Entonces tenemos:
nts(Fy) = (Vi1 U {[Q]E},AGF1 uAfty Ail,vgl)

donde:
VP ={[H,0OFE]- | H e[B)}U{[E,OG- | GelE)}
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A7 ={(HiBEz ,<a,r>uc, [LOE]z) [ ((H]= , <o,r>ncy [
{ ([El DG]E <a,r>pcy, [El O J]E) | ([G]E y <O T>q,Cy [J]E

siendo C' y (5 de la forma siguiente:

e Si H, # E,, entonces C; = C4;.

e Si H, = E,, entonces:
C,=CnhU{<a,rj>y, | ([F)=, <a,ri>n,.0,[K]z) € AE}

e Si G # E, entonces Cy = Csy.
e Si G = E, entonces:
CQ = 021 ) {<OZ, rj>nj | ([E]Ea <OZ, rj>nj,Ca [Kl]E) € AaEl }

AG = {([R]=, <skip,0>, [Fi]=), (Fi]=, <redo, 00>, [F1]=) }

={([HiOFE]= ,<a,r>,, || <B,s>n,,[J1 OE]|=) |
([Hl]* y <QGT >n, || <5:S>n9: [Jl] ) Afl } U
{([E1OG])z , <a,m>,, || <B,8>n,, [F1OJ]=) |
([ ]— ,<a,r>n1 || <ﬁ’s>n27 [J]E) € Af}
- [Fl]z

donde en VI tenemos:

- [Fl]z — [ED E]E — [El DE]E

- [Rl==[E,0F]= = [F0E]=

nts(Fy) = (VP2 U {[&];},AGF‘-’ u Ay Ag‘-’,vg‘—’)
donde:

VE={[H,0F= | H:€[E:)}U{[E20G)= | Ge[E)}

=)
)e A

€ AFr 1 u

o)

Afz = { ([HQ [ E]E y QLT >0, [J2 [ E]E) | ([H2]E y QG T >0,044 [J2]E) € AaE2 } U
{ ([E2 DG]E s QT >0y s [E2 O J]E) | ([G]E y <QGT >0 0y [J]E) € AaE}

siendo C7 y (5 de la forma:



6.2 Congruencia

185

Si H, # F,, entonces C; = C.

Si H, = E,, entonces:
Cl = Cll U {<Oé, 7"]'>nj | ([F]E, <a«, Tj>nj7c, [K]E) c AaE }

Si G # E, entonces Cy = Cy.

Si G = F, entonces:

Co =Cy U {<Oé, 7"]'>nj | ([E]E, <a«, Tj>nj7c, [KQ]E) S AGEQ }

AZ = {([F]=, <skip,0>, [Fy]-), ([Fyl=, <redo,oco>, [Fy]=) }

A?—’ ={([H,OFE]=z ,<a,r>,, || <B,s>n,,|[Jo OFE]=) |
([Holz , <a,r>n, || <B,5>n,, [h]z) € AP J U
{([E2DG]E , <O, T >p, || <5a8>ﬂ27[E2DJ]E)|
([G]E ,<a,r>n1 || <ﬁ’s>n27 [J]E) € Af}

con [E]E = [FQDE]E = [E2 D_]Ea y [FQ]E = [&DE]E = [EQ DE]E

Entonces definimos
p: VO U{[R]=} = VP U {[F=}

de la forma siguiente:
- V[H,]= € VB, o([HiOE]=) = [H,OE]=, donde ¢([H,]=) = [H,]=.
- ¢([B:0G)2) = [B, D G-

- p([Al=) = [B)=.

Se comprueba facilmente que ¢ esta bien definida, es una biyeccion y p([F1]=) = [F3= .

Asimismo, para cada v € V' y cada a tal que C(v,a) # (), iremos definiendo una

biyeccion g, : C(v, ) — C(p(v), @), y lo haremos segun el tipo de arco considerado.

e Consideremos un arco cualquiera e de A*. Podemos encontrarnos en uno de

los seis casos siguientes:
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e=(HiOF)= ,<a,r>n0,,[/1OFE]=),con Hy # E; y
([Hil= , <a,7>ncy | Ni]=) € AP'. Entonces sabemos que Cy = Cy;.
Tomando ¢([Hilz) = [Ha]=, é([Ji]z) = [l]=, himi=a(C1) = Cf

tenemos que
p([HiDE]z) = [H:0E]= vy @([Ji; El=) = [J2; El=
y definimos giy,0p)2,0(C1) = Cf, teniéndose asimismo que rc(Ch) =

re(CY).

De esta forma, como E; ~ E,, dn’, s tal que
([H2]E y <, S>n’,Ci ’ [JQ]E) € AaE2
y asi:
P
([HoOE]Z , <a,s>pcr, [LOFE]Z) € A2
cumpliéndose que

r([H10F]=, o, Cy, [1OE)z ) = r([Hy)z, 0, Cy, [ J1])=) =
T([H2]Ev Q;, Civ [JQ]E) = T([HQDE]Ev Q;, Civ [JQDE]E)

ya que Hy # E, (por ser ¢ una biyeccion tal que ¢( [Ej]=) = [Es]=)

- € = ([HIDE]E a<aar>n,C1a[J1DE]E)7 con Hl = E A Jl §é &’ y
([Hil= , <o, 7>ncy [ N]=) € AP teniéndose que C; = Cyy U C, donde
C ={<a,rj>n, |([Elz,<a,rj>y,c [K]z)} € AL, Obsérvese que por
la restriccion sintactica impuesta, si C' es distinto de (), entonces C' es el

tinico conjunto de conflictos de C([F]=, a).

Tomando ¢([Hi]=) = [Ha)=, o([Ji]z) = [L]=, Mm)=.a(Cu) = O

tenemos que
p([Hi0OF]z) = [HoOE]=  y  o([J1; Elz) = [ El=

y definimos g, 0p)-,o(C1) = C}; UC = (1, teniéndose que rc(Cy) =
re(CY).

De esta forma, como E; ~ FE,, dn’, s tal que
([H2]E y <@, S>n’,C’11 ’ [JQ]E) € AaE2

y asi:
([HQDE]; , <, S>n’,Ci , [JQDE];) € A52
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cumpliéndose que

r([H10F]=z, o, Cy, [hOE|z ) = r([Hy )=z, o, C11, [ 1]z ) =
T([H2]Eﬂ Q, Cil: [JQ]E) = T([HQDE]Ea Q;, Ci: [JQDE]E)

va que Hy = Fy y Jo # Ey (por ser ¢ una biyeccion tal que ¢( [Ej]=) =
[Ex]= v o([Ei]=) = [Ea]=).

- 6= ([EIDG]E 7<aar>n,Cla[E1DJ]E)a con G%Fy
([Gz , <a,r>nc ,[J]=) € AE.

Se razona de forma similar al primer caso considerado.

-e=([E,0G)= ,<a,r>u0,,|[E10J)z),conG=EANJ#EYy
([G]E » QLT >n 04y s [J]E) € AaE1

Este caso se razona de forma anéloga al segundo caso considerado.

- e=([HOE]z,<a,7>n0,,[J1i0E]=),con Hi=E,y J =E, y
([Hi]=, <a,m>n.04, , [J1]=) € AP teniéndose que C; = Cy; U C, donde
C={<a,r;>n, |([Elz,<a,1j>y,c [K]z)} € AL, Obsérvese que por
la restriccion sintactica impuesta, si C' es distinto de ), entonces C' es el

tinico conjunto de conflictos de C([F]=, a).
Tomando ¢([Hilz) = [Hal=, ¢([Ni]z) = [hl=.  hmi=a(Cu) = O

tenemos que
p([H\DE]z) = [H0E]= vy ¢([Ji; E]=) = [J2; El=

y definimos gy, 0p1-,0(C1) = O}, U C = (1, teniéndose que 7c(Cy) =
re(CY).

De esta forma, como E; ~ E,, 3n', s tal que
()=, <t s5mey, o[- ) € AP

y asi:
([HQDE]; y <Q, S>pr o [JQDE]E) € AgZ

cumpliéndose que

r([Hi0F]=z, a,Cy, [J10F]= ) =

r([Hl]*7 o, Chy, [Jl]E) + T([§]57 a, C, [E]E) =
T([HQ]E’ Q, Cila [JQ]E ) + r([E]Ea «, C’ [E]E) =
r([H,OF]=, a, C1, [J,0OFE]= )
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- e= ([El L] G]E: <, T>n,Ch5 [El O] J]E): con G = E: y J = E y
([Glz, <a,r>u00, [J]=) € AE.

Analogo al caso anterior.

e Para los arcos de Ag ! tenemos otra vez dos casos posibles:

- ([Hl DE]E ) <Ot,T>n1 || </673>n2a [Jl DG]E)a
con ([Hyl=, <a,m>,, || <B,5>n,, [1]=) € A"

- ([El DG]E ) <Ot,T>n1 || </67 S>n2a [El u J]E )a
con ([Glz,<a,r>,, || <B, s8>, [J]z) € Af

Ambos son inmediatos, y pueden demostrarse con un razonamiento similar al

seguido en (i) y (ii).

(iv) Consideremos
h=E[f] v F=E]f]

En este caso nts(Fy) y nts(Fy) son de la forma
nts(Fy) = (VP u {[ﬂ];},AaF1 uAfry Afl,véml)

donde:
Vi ={[H|[f]l= | Hi€[E)}

A ={(H:[fl]l= . <f(@),r>ne, [ [fl]=) [((Hi)= , <aor>nc, [Nh]=) € AP}
donde C' = {< f(a),r>, | <a,r>,€ Ci}

AG ={([R]=. <skip,0>, [F]=), ([Fi]=, <redo, 00>, [F1]=) }

A7 ={(H [flz, <f(@),r>n, | <f(B),s>ny. [1[f]]=) |
(Hilz ,<a,m>,, || <B,5>n,, [Nh]z)€ AP}

U(I)w1 = [Fl]z

Se puede observar que en V1 tenemos:

- [Fl= =B [f]]=
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- A== [E[f]]=
nts(Fy) = (V2 U {[Fy]=}, AT U AU A% ui?)
donde:
VPR ={[H:[f]l= | H:€[E:)}
AR ={(H:[f]]z . <f(a),r>nc, [ [fl]2) | (He]z , <a,r>ne, [R]=) € AZ? }
donde C' = {< f(a),r>, | <a,r>,€ Cy}
Afrz = { ([FQ]E’ <Skip, 0>7 [&]E)a ([&]Ea <’I“€d0, OO>7 [F?]E) }
AP ={(H:[f])z . <f(a),r>n, | <f(B), 5>ny, [12[f]]2) |
([Halz . <a,r>,, || <B,5>n,,[J2]=) € A }
U(l)mz = [F)=
con [z = (B /)= v (Bl = [BIf])=.
Entonces definimos
p: VIO U{[F]=} = VP U{[R)=}
de la forma siguiente:
o V[Hi]= € V', ([H:[f]]z) = [H2[f]]=, donde ¢([H:]=) = [Ha]=.
o p([Fi]=) = [Fl=
Es inmediato comprobar que ¢ estd bien definida, es una biyeccién, y

W([Fl]z) = [E];

Ademas, para cada v € VI y cada « tal que C(v,a) # (), iremos definiendo una

biyeccion g, : C(v, ) = C(p(v), ), en funcion de los distintos casos que vamos a

considerar.

e Consideremos un arco cualquiera de AX:

([Hl [f”E ) <f(a)ar>n,C 3 [Jl [f] ]E )7 donde ([Hl]E 3 <aar>n,C1 ) [Jl]E) € AaEla

con C = {<f(a),r>, | <a,r>,€ C} }.
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Tomando ¢([H,]|=) = [Hs)=, ¢([/1]=) = [J2]=, M=o (Cr) = C] tenemos que

e(Hi[f]lz) = [Ha[fll= v e(Alfllz) = [Llfll=

y definimos g, (f)1=,7(e)(C) = €', donde C" = {< f(a),r>, | <a,r>,€ C}}

re(C").

f
teniéndose que r¢(C)

De esta forma, como E; ~ Ey, 3In’, s tal que
([HQ]E , <, S>n’,C’1 ; [JQ]E ) c AGEQ

y asi:
((Hao[fl=, <f(a), s>wer, [Rlfll=) € A

cumpliéndose que

]
(

) =r(Hi= 0,0l =) =

T([Hl[f]];,f(a), :[ [ =
= r([Half]l=, (@), O, [ 12| f]]=)

]
T([H2]an‘7cia[‘]2]£) r

Los arcos de Afl deben ser de la forma:
((Hi[fll=, <f(a),r>u, || <f(B), 5>ny, [J1[f]]2)
donde ([Hil=, <a,r>n, || <B,5>n,,[J1]z) € A

Entonces, como E; ~ FE,, y teniendo en cuenta que f es biyectiva, podemos

llegar a la conclusion de que se cumple la propiedad deseada para Ej[f] y

Byl f]-

(v) Consideremos a € A, cualquiera y:

Fi=FEsya y F,=FE;sya

Tenemos:

nts(F7) = (VI U {[F)=), AT U AR U AR, o)

donde

VP ={[Hysyal= | Hi€[E)}
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Al = {([Hysyal=,<a,r>,c,[Jisyal=)|([Hil=,<a,r>,c,[N]=) € AP} U
{ ([Hl 3?/ a]E ) <O{1 69(1, Ay, R12>n1.n2,C12 ) [Jl S?J a]E) |a S A(O!l), & S A(QQ) )
{<aq,r1>n, <o, r9>,,} € BC(Hysya) con Hysya € [Eisya)y

<ai1,71>nq,0q <Q2,72>n,,04
Hisya —" Gisya=Gisya Jisya}

AG ={ (A=, <skip,0>,[F]=), ([Fi]=, <redo, 00>, [F1]=) }

Al = {([Hisyalz,<a,m>n, || <B,5>n,, [J1syalz) ]
([Hl]E y <QGT >y || <5:S>n27 [Jl]E) S "4gE1 } U
{([HI Sya]57<a1 6911 a25R12>n1.n2 || <575>’n3: [Jl Sya]z)|
a € Aloy),a € Alag), {<aq,r1>n,, <q2,T9>n,, <fB,$>n.} € BC(H; sy a) con

<a1,71>nq,0q <Q2,72>n,,04

<B,8>ny,C
Hisya —" '"Gisya=Gisya Gysya=Ghsya S—>‘°’C3Jlsya}

donde
R12 = cr(Hy sya,réal,r1>n1) ) cr(Hy sya,riaz,r2>n2) ’ 172,162 {CT’(Hl sy a, <, Ti>)} =
= cr(é&) ' crznéé) ) min{cr(c’l)’ CT(CQ)}
v(};} = [Fi]=
Podemos observar que en V' tenemos: [Fi]= = [Ey syal=y [Fi]= = [Eisya]=
nts(Fy) = (VP2 U {[&];},AGF‘-’ uAfy Ag‘-’,vém‘—’)
donde

VP = {[Hysyal=|Hy € [Ey) }

Al = {([Hysyal=,<a,r>,c,[lesyal=z)|([Ha=,<a,r>,c,[h]=) € AF2} U
{ ([H2 SY a]E ) <O{1 69(1 Ay, R12>n1.n2,C12 ) [JQ SY a]E) |a S A(Oél), & S A(O{Q) )
{<ai, 1>, <ag,r9>p,} € BC(Hysya) con Hysya € [Eysya)y

<a1,71>nq,0q <a2,72>n,,0,

Hysya Gysya=Ghsya Jysya '}

Al = (([F))=, < skip, 0>, [F3]=), ([F3)=, <redo, 00>, [Fy]=) }

ST
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Al = {([Hasyal=,<a,m>,, || <B,5>n,,[J2syal=)]
([Halz, <a,m>,, || <B,5>n,, [h]=) € A2} U
{ ([HQ Sy G]E , <o EBa Ay, R12>n1.n2 || </67 S>n3a [JQ Sya]E) |
a€ Alay),a € Alag), {<ai,r1>n,, <ag,T9>n,, <f,5>,,} € BC(Hsysya) con

<a1,r1>n,,C <az,r2>n,.C <B,5>na.C
Hysya —""'Gisya=Grsya —7*Ghsya=GYsya — ° Jhsyal
donde
Ry = I : L2 - min {cr(Hysya, <oy, r;>)} =

cr(Hy sya,<ai,ri>ny) cr(Hi sya,<az,re>n,) i=1.2
)

= cr(é&) ) crznéé) ) min{cr(01)7 CT(CQ)}

Podemos observar que:
- [FQ]E = [Esya]za
- [Br]= = [Eysyal=.

Entonces definimos
g VIO U{[R]=} = VP U{[R)=}

de la forma siguiente:

e Para cada [Hi]= € V. tomamos o([H syal=) = [Hysya]= donde

¢([H1]=) = [Ha= -

e p((A]2) = [FA=.

Es facil ver que ¢ estd bien definida, es una biyeccion y o([Fi]=) = [F)= .

Asimismo para cada v € V1 y cada «a tal que C(v,a) # 0, iremos definiendo una
biyeccion g, : C(v,a) = C(p(v), @) en funciéon de los distintos casos que vamos a

considerar.

e Consideremos un arco cualquiera e de A. Tenemos otra vez dos posibles ca-
sos: el primero corresponderia a una multiaccion estocastica ejecutable desde
[Hy]=, y el segundo a una multiaccion estocastica obtenida por sincronizacion.
Sin embargo, como consecuencia de la restricciéon sintactica impuesta, no po-

demos tener dos arcos conectando el mismo par de nodos, uno correspondiente
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al primer caso y otro al segundo (eso solo seria posible si hubiese un paralelo

dentro de una eleccion). Asi pues, solo son posibles los dos casos por separado:

€= ([Hl SY a]E , <, T>’n,C, [Jl Sy a]z) con
([Hl]E , <@, T>n,C s [Jl];) € AaEl .

Tomando ¢([H,]z) = [Ha]=, ¢([Ji]z) = [Je]z ¥ h(C) = C', tenemos
que:

p([Hisyal=) = [Hasy al= y ¢([Jisy al=) = [Jasy a]=
y definimos gip,)_ o(C) = C’, teniéndose que r¢(C) = re(C”).

De esta forma, como E; ~ E,, dn’, s tal que
([HQ]E , <, S>n’,C’ ) [JQ]E) S AaEz
y asi:
([Hysyal= , <o, s>y 0, [Jasyal=) € AL

cumpliéndose que

r([Hy sy al=, o, C,[Jy syal=) = r([Hi]=,a,C, [ J1]=) =
r([Hs)=, o, C", [ Jo]=) = r([Hs sy al=, a, C', [J2 sy a]=)

-e=([Hisyal=, <ay ®, az, Rio>n,m,c, [J18yal=) con
H, € [E), a € A(Ozl), a € A(OQ), {< a1, 71 >py, < Q9,81 >m1} €
BC(H, sya) y donde

<a1,71>nq,0q <a2,81>m,09
H,sya — Gisya=Gisya Jisya

<Q2,81>mq,Cy . <airi>ng,cp 4
H,sya Gisya=G sya Ji sy a

con J; = Ji.
Vamos a proceder por induccién sobre el nimero de veces que se ha
aplicado la Regla Sy2’ para obtener la transicién etiquetada con

<o 69(1 Qg , R12>n1.m1-

Caso base. Se ha aplicado la Regla Sy2’ una sola vez.
En tal caso: {<aq,r1>,,, <ag, $1>n,, } € BCO(H;).
Supongamos que ademés tenemos:

<ay, Ti>n.c, tal que ([Hylz, <oy, mi>n.c00,[Gilz) € AP i=1,...,n
<@y, 8 >m; 0, tal que ([Hilz, <ag,s;>m;.00, [Gllz) € AT, j=1,...,my
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Tomando ¢([H1)z) = [Hol=, ¢([N]z) = [h]=, o([Gi]z) = [G2l=,
o([G]=) = [Ghl=,  Mugea (C1) = C1 Y Piyz,e.(C2) = Cf tenemos

que:

p([Hisyal=) = [Hasyal=,  @([Jisyal=) = [Jasy a]=
p([Grsyalz) = [Gasyalz,  @([Glsyal=) = [Ghsy al=

y definimos giu, sy aj= 01 @40 (C) = C" donde
= {<a1, 1> Ba <2, 8;>n | <an,1i>p€ O], <ag, s;>p € Cy}

teniéndose que rc(C) = rc(C”), ya que por la proposicién 5.2, se tiene
que: ¢r(C) = min{cr(Cy), cr(Cy)} = min{cr(C}), er(CH)} = er(C”).

Aplicando el lema 6.1 podemos generar n; - my sincronizaciones posi-
bles, por medio de los pares (<ay,7i>n,, <a2,5;>m,;), parai=1,...,ny,

j=1,...,my, todas con el mismo conflicto C' (por el lema 5.2), siendo
C = {<C¥1 Da O{Q,Rij>ni.m]- | <Qq,Ti>n € 01, <Qa, Sj>m].6 02}

Para cada uno de los pares (< ai,r; >p;, < 2,55 >p;) podemos ob-
tener una transicion ([H, sy a]=, <oy @q g, Rij>n,m; ., [J1 8y al=) € AR
donde utilizando la proposicién 5.2 el valor R;; puede ser escrito de la
forma:

ri S

R;; = ol ol min{ecrl, cr2}

donde
crl = cr(Hy sya,<ap,ri>) = cr(Ch),

cr2 = cr(Hy sy a, <ag, $1>) = cr(Csy)
y como no hay més arcos de [H; sy a]= a [J;sy a]= con el mismo conflicto

C, entonces:

r([Hysy al=, 0y Bq a2, C, [J1syal=) = Z] =Lz R;; =

7 -1
_ min{cr(Ci),er(Ce)}
= er(C1)-cr(Ca) Z] 117 777?12 iS85 =

= mirbcf"ig1c;}c)r§rc(2c)12)} ' ([Hl]E’ oy, Ch, [Gl]E) ) r([Hl]Ea o, Oy, [GII]E)

Como E; ~ Ej, por definicién de ~, en F, nos encontraremos con que

existen n;, 1y, s, mj tal que:

([Ha=, <ou,7i>n cr,[Golz) € A2, i=1,...,p1 paraalgin p; > 1
([Ha]=, <oz, 85>m cy, [Gh]=) € A2, j=1,...,¢2 vparaalgin g >1
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Entonces por la proposicion 6.2 y lema 6.1, podemos asegurar que
([Hol=, <o, 1i>n || <@, 85>, [Jo]=) € Al?

para i = 1,...,p1, 7 = 1,...,q2, con lo cual seran posibles todas esas
sincronizaciones, obteniéndose asi p; - ¢o arcos, todos con la misma mul-
tiaccion oy @, ay y el mismo conjunto de conflictos C’ (por el lema 5.2).

Asimismo <ay, r§>n; B, <as, 5;- >mi=<01 @ Qg, R;j >l ! CON

! !

; T . J R ! !
R;; = (O (D) min{cr(CY), er(Cs)}

Obsérvese que no hay méas arcos de [Hy sy al= a [J2 sy a]= con el mismo

conflicto. Asi:

r([Hz sy al=, a1 ©q a2, C', [Jo sy al=) = Zile,---,qz Ry =
1=1,...,p1
min{cr(C}),
= cE"(C( ch’ L Z] 17 732 g'S;:
= ey ], €4 [G512) - (ol 2, O, [Gh) =

= mnletCLe OOl ()=, n, O, [Gh]2) - r([Hh )=, 0, Co, [GY]2) =

r([Hysy al=, 00 @, g, C, [J1sy al=)

Caso general. Suponemos ahora que e ha sido obtenido después de aplicar n

veces la Regla Sy2’, esto es, la multiaccion estocéstica se obtiene de la forma:

(<BLT1> B -+ Ba <BryT>) Ba (<Brt1,Th41> Da -+ - Pa <Bt1s Tng1>)

Entonces, podemos aplicar la hipotesis de induccién a ambas partes, y por
medio de un razonamiento muy similar al seguido en el caso base obtenemos

la propiedad deseada.

e Consideremos ahora un arco cualquiera e de Aff 1. Tenemos otra vez dos casos:

-e=([Hisyal=,<a,r>, || <B,s>n,, [J1syal=),
con ([Hi]=, <a,r>,, || <B,s>n,, [i]=) € AL

Es inmediato, teniendo en cuenta que E; ~ F,.

-e=(Hisyalz,<a,r>, || <B,s>4 [J1 syal=),

donde <o, 7>, se ha obtenido por la sincronizacion de las multiacciones
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estocasticas {<a;, 1>, 11, vy <f,s>, se ha obtenido por la sincroni-
zacion de las multiacciones estocasticas {</3;, s, >4 }j:p conn+m > 1.

Entonces:
{<aq,r1>p, oy <y >p0 <B1,81>q1s oy <Py Sm>q,, | € BC(H;)
donde H] = Hy, y asi, a partir de la proposicién 6.2 podemos obtener:
{<an, >y, 0 <an, 1>, <B1LS1>gh o <Py S >g, } € BO(Hy)

para algin H) € ¢([H,]z). Tomando ahora la multiaccion estocastica
<a,r’ >y que se obtiene sincronizando todas las multiacciones estocas-
ticas de {< ay, 7] >y}, ¥y como quiera que < 3, s>, ha sido obteni-
do sincronizando {< f3;, 5 >y }iLy, tenemos {< a, 1" >y, < 3,5 >4} €
BC(H} sy a), por lo que habra una transicion fantasma

([Hy sy a)=, <a,r'>y || <B,8' >y, [ ]2 sya]=)

cumpliéndose asi las condiciones de la definicion 6.7 para algin J, €

¢([N1]=)-

(vi) Consideremos un a € A, cualquiera, y:
Fi=FEyrsa y Fy,=Fyrsa
Entonces, de nuevo obtenemos nts(Fy) y nts(Fy):
ts(FF) = (VP U {[]=), AT U AR U AP of)

donde
Vi = {[Flz}U{[Hirsal= | H, € [E1) y 3H = E tal que
H 287 SUB7H conaa g Ales), i=1,...,n}

Al = {([Hirsal=, <a,r>n 0, [Jirsal=) | ([Hi]=, <o, r>nc, [Ni]=) € A,
[Hyrsal=, [Jirsal= € VI, vy a,a & A(a) }

AG ={([R]=. <skip,0>,[F]=), ([Fi]=, <redo, 00>, [F]=) }

sr

A51 = {(Hirsalz,<a,r>,, || <B,s>n,,[Jirsal=z) |
([Hil=, <a,r>,, || <B,5>n,, [h]z) € AP, [Hirsalz, [Jirsal= € VT
y a,a ¢ A(a) U A(B) }

v(};} = [FI]E
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Se puede observar que en V1 tenemos:

- [FR]==[Eirsal=

- [Fil==[Eirsal=

nts(Fy) = (VP2 U {[&];},AGF‘-’ uAfy A?,v{?)

donde

VP = {[F)=}U{[Hyrsa]=| H, € [Ey) y IH = E; tal que
2 it SO Sl 5 cona,a ¢ Aley),i=1,...,n}

Al = {([Hyrsal=,<a,r>,0,[Jarsal=z) | ([Ho)z, <a,7>nc, [ ]2)=) € AE2
[Hyrsal=, [Jorsal=€ V2 ya,a g Ala) }

Al = {([F=, <skip, 0>, [F]=), ([Fy)=, <redo,00>,[Fy)=) }

ST

14F2 = { ([HQ T'S(Z]E I <O[,T‘>n1 || <ﬁ’ S>"2’ [J2 T‘S(Z]E) |
([H2]E ,<Oé,7“>m || <ﬁ,$>n2, [JQ]E) < AQEQ’ [H2 rs a]E’ [J2 rs a]E < VF2
ya,a¢ Ala) UA(B) }

con [Fy)==[Eyrsalzy [F)==[Fyrsal=.

Entonces definimos
p: VIU{[R]=} = VP U {[F=}

de la forma siguiente:

e Para cada [Hyrsal= € VI tomamos o([Hyrsal=) = [Hyrsal=, con
o([Hi]=) = [Hs]=.
e o([A]= = [F]=.

Podemos observar que ¢ esta bien definida, ya que [Hs rsal= € V2, lo cual es

una consecuencia inmediata de F; ~ Ey, ya que podemos ejecutar en F5 la misma
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cadena de multiacciones que en E;, posiblemente con diferentes razones. Ademés ¢

es una biyeccion y p([Fi]=) = [F3)=.

Ademas, para cada v € V™ y « tal que C(v, @) # (), iremos definiendo una biyeccion

Gva : C(v,a) = C(¢(v), a), en funcion de los distintos casos que vamos a considerar.

e Consideremos un arco cualquiera e de AL:
e= ([Hirsal=,<a,r>,c,[J1rsal=)
con ([Hi)=,<a,r>,c,[N1]=) € AP, a,a & Aa).
Tomando ¢([H:]=) = [Hs]=, ¢([Ji]z) = [Jo)= , Piay)=,o(C) = C' tenemos que
p([Hirsalz) = [Horsalz y  @([hirsalz) = [Jars al=
y definimos iy, s o)=,o(C) = C', teniéndose que rc(C) = rc(C').

Entonces

r([Hirsal=,a,C,[Jirsal=) = r([Hi]=,a,C, [J1]=) =
r([Halz,o,C" [ Jo)=) = r([Hars al=,a,C" [ Jars a]=)

e Consideremos un arco cualquiera e de A5 1
e= ([Hirsal=,<a,r>,, || <B,s>pn,, [Jirsa]=)

con ([Hilz,< a,r >p, || < B,5 >n,,[i]z) € A a0 & A(a) U A(B) y
[Hyrsa]= € VI

A partir de E} ~ FE,, considerando ¢([Hi|=) = [Hsl=, ¢([h]z) = [J2]=
hii=,e(C1) = C1 ¥ hipyz 5(C2) = Cy, obtenemos que :

1. I([Hi]=, <a,7>u,.0y, [Hj]= € AP
2. A([Hi)=,<B,8>n.co, [H]]= € AE1
3. I, nf, s', nl tales que
([Hal=, <o, r'>p || <B, 8" >n, [L]z) € AP con:
([HQ]E y <a, 7J>n’1,C{7 d)([H{]E) S AaE2
([Hs]=, <B,8">n0p, 0([HY]=) € A
Entonces, definiendo giu, rsa)=o(C1) = C1 ¥ (s, rsaj=,3(C2) = C5 , tenemos

=, =,

que si ([Hyrsal=,<a,7>n, || <B,s>n,,[Jirsal=) € A', entonces:
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1. I([Hirsal=,<a,7>n,.c,,[H| rsal= € Al
2. I([Hirsal=,<B, $>ny.co, [H rsal= € Al

3. I, nl, ¢, n, tales que
([Hyrsalz, <a,r'>n || <B,8'>n, [J2rsal=) € Al con:
([Hyrsal=, <o, m">p o, o([H] rsal=) € A
([Hyrsal=,<B,5'>p c1, o([HY rsal=) € AP

cumpliéndose asi las condiciones de la definicion 6.7.

(vii) Consideremos
Flz[El*E’*E] y F2:[E2>|<EI*E]
nts(F}) y nts(Fy) pueden obtenerse como sigue:

ST

nts(Fy) = (Vi U {[ﬂ];},AaF1 u Aty A?,Uévl)
donde

VI ={[[H, + B' « E]]= |[Hi € [E1) } U{[[Ey = G" * E]]= |G" € [E") } U
{[[E: = E' = Gz |G e [E)}

AR ={([[Hy * E' * E]]l= ,<a,r>uc,[[]1 *x E' x E]]=) |
([Hl]E , <QL,T>q 0, [Jl]z) S AaEl} U
{([[Ey * G" x El]=z,<a,r>pc,,[[E1 * J = Ellz)|
(=, <, r>ne, [T]=) € AV} U
{([[E1 * E" x G]]= ,<a,r>n0y, [[E1 * E' % J]]=2) |
([G]E s QLT >p 0oy s [J]E) € AaE}

siendo C; y (5 de la forma:

e Si G' # E', entonces C; = C};.

e Si G' = E', entonces:

cCi=0Cn U {<Oé,7"j>nj | ([F]E, <Oé,7“j>nj7c, [K]E S AaE}

e Si G # E, entonces Cy = Cyy.
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e Si G = E, entonces:
Cy = Co U{<a,r;>,, | ([E")=, <a,ri>n;0, [K'z) € AaE' }

Al = {([Fi]=, <skip, 0>, [F1]=), ([Fil=, <redo, 00>, [F1]=) }

)|

AP = {([[Hi * E' * El]= ,<a,r>,, || <B,5>p,,[[1 * E' * El]
(HI]E y O, T >p, ” <6:S>ﬂ2ﬂ [Jl]E) € Afl } U

[
[
{([[E1 * G" x E]]z ,<a,r>n, || <B,5>n,, [[E1 * J' * E]|=)|
[
[
[

([G'= , <, r>n, || <B, s>y, [J]=) € AF U
{([[Ey = E' * G]]= , <a,r>n, || <B,5>n, [[Er * B+ J]]=)|
([Glz , <a,r>,, || <B,8>n,,[J]=) € AV }

U[?l = [E]E

Podemos observar en la definicion de V1 tenemos que:

- [[BL * E' % E]|= = [[FA * E' x E]l==[[F, * E' x E]]l= =[[E, * E' * E]]=,
- [Rl==[[B * E' x E]l==[[E\ * E' x E]]=

- [Fil==[[E1 * E' « E]]= =[[E1 * E' * E]]=

Anéalogamente,

nts (F5) = (V7 U {[F)=}, A% U AL U AP o)
donde

VP = {[[Hy « B« Bz | Hy € [B)} U {[[B » @ « B]1= |G € [F) } U
{[[B: x B+ G |G € [E) )

A2 = {([[Hy * E' * E]]= ,<a,7>uc,[[J2 x E' x E]]=) |
([HQ]E , <QL,T>p 0, [J2]E) S AP2 } U
{([[E2 * G" x El]l=z,<a,r>nc,, [[B2 * J = E]]z) |
([G'z , <o, r>n00, [ =) € AP} U
{([[B2 * E' x G]]=z ,<a,r>n0y, [[E2 ¥ E' x J]]=) |
([G]E y QLT >0, Oy [J]E) € AE}

siendo C7 y (5 de la forma:
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e SiG' # F', entonces C; = C4;.
e Si G' = E', entonces:

C1=CiU{<a,rj>,, |([Flz,<a,rj>n, 0, [K]= € AP}
e Si G # E, entonces Cy = Cyy.

e Si G = E, entonces:

Cy = CyU{<a,rj>,, | ([Flz, <a,rj>n,0,[K')z) € AF'}
Afrz = { ([FQ]E’ <Skip, 0>7 [&]E)’ ([&]Ea <T€d0, OO>7 [FQ]E) }

Ag‘z ={([[Hy * E' x E]]= ,<a,7>,, || <B,8>n,,[[J2 * E' x E]]=) |
([Hy)= , <a, >, || <B,5>n,,[Jo]=) € A2} U
{([[E2 * G" x E]]=z,<a,r>n, || <B,8>n,,[[E2 *x J' * E]|=)|
([G'= , <, r>n, || <B, s>y, [J]=) € AF U
{([[F2 * E" x G] |z ,<a,r>n, || <B,s>n,, [[E2 x E' x J]|=)|
([Glz , <a,r>,, || <B,8>n,,[J]=) € AV }

vy = [Fo]=

Por otra parte, en la definicion de V' tenemos que:

- [[B * E' x E]|= = [[F; x B % Ell==[[Fs x E' x E]]==[[Ey x F' *E]]E,

- [Bal==[[B> + B + E]]= = [[Ez = E' = E]]=

- [B]==[[By + E' x E]l= = [[Ey + B’ x E]]=

Entonces, definimos

28 vy {[Q]E} — Vuy {[&]E}

de la forma siguiente:
- Si[H))= € VPt y ¢([Hy]=) = [Ha)=, entonces p([[H, * E' * E]|=) = [Hy * E' x E]=

- o([[E1 * G' * E]]=) =[[E2 * G' x E]])=, para cada G’ € [E'),

- o([[EL * E' * G]]=) =[[F2 * E' ¥ G]]=, para cada G € [E),
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- (A=) = [F2]=

Es inmediato comprobar que ¢ esta bien definida, y que ademas es una biyeccion

que verifica o([F}]=) = [Fy)=.

Ademas para cada v € VI y « tal que C(v, ) # 0, iremos definiendo una biyeccion

Gva : C(v, ) = C(p(v), ), en funcion de los distintos casos que vamos a considerar.

e Consideremos ahora un arco cualquiera e de AX. Nos encontraremos en alguno

de los casos siguientes:

-e=([[Hi * £' * Ellz ,<a,r>p0,[[1 * E' * E]]|=),
con ([Hilz,<a,r>,c,[Ni]=) € AL,

Tomando ¢([Hi]=) = [Ha]=, ¢([N]lz) = [L]= v hmiee(C) = C'
tenemos que

o([[Hy = E" « E]]=) =[[H2 x E'  E]]=

o([[J1 * E' x E]]l=z) =[[J2 * E' x E]]=
y definimos gya, + 4 5))=,o(C) = C', teniéndose que re(C) = re(C”).

Como E; ~ E,, obtenemos:

r([[Hy * E' x E]]lz,«a,C,[[J1 * E' x E]]=z) =r([Hi]=,a,C,[J1]z) =
r([Hylz, o, C" [ )= ) =r([[H2 * E' x E]]=,a,C",[[Jo x E' x E]]=)

- e=([[B * G' x E]]=,<a,r>ne,, [[By x ' % E]]2)
con ([G')=,<a,m>n0n, [J]=) € AP y G' £ F'.
El razonamiento es similar al considerado en el caso anterior, pues en este

caso tenemos que C = (1. Considerando

p([[Br + G+ E]lz) = [[E2 * G x E]]=
p([[By + '+ El]2) = [[B2 x J' * E]]=

y definiendo g((g, « ¢+ 5)]=.o(C1) = Cy (la identidad), llegamos a que:

r([[Ey * G’ x E]]=,a,C1,[[E1 * J' * El]l=z) =r([G'z,o,C11, [J']z) =
r([[Ey x G' x E]]=,«,Cy,[[F2 x J' x E]]=)
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-e=([[E1 * G x E]|=,<a,r>,0,,[[Er % J * E]]=)
con ([G'=,<a,m>n0,]02) € AP y G' = E.
donde considerando
O = {<a,1;>n, | (Bl <a,r;>y ¢ [K]2) € A7}
se tiene que C7; = C'UCY;. Obsérvese que por la restricciéon sintactica im-
puesta, si C' es distinto de (), entonces C' es el tinico conjunto de conflictos
de C([E)=, o).
El razonamiento es similar al considerado en el caso anterior. Conside-

rando:
P([Ey + G+ BlJ2) = [[Bx + G + )L
e([[Er * J' = E]]=) =[[Es = J' * E]]=

y definiendo g((g, « ¢« 5]]=,a(C1) = C; (la identidad), tenemos que:

r([[Er * G' * El]=,a,Cy,[[E1 x J' * El]l=) =r([G']z,a,C11, [J']2) =
r([[Ey x G' x El]=,a,Cy,[[F2 x J * E]]=)

donde en la igualdad anterior se ha tenido en cuenta que
A<a,rj>p€C
de forma que
([Ey * G' * E]]l=, <a,rj>n, 0, [Ey % J x E]]=) € A
pues ello implicaria necesariamente
([E]lz; <a,rj>n, 00 [E]l=) € A7

lo cual es imposible de acuerdo a nuestra semantica operacional, por lo
cual 7([[Ey * G' x E])=,a,Cy, [[Ey * J' * E]]=) = r([G']=, o, C11, [J']=).

-e=([[EL * E' x G]|=,<a,r>n.05, [[EL % E' x J]]2)
con ([Gl=,<a,r>p0,, =) € AL yG#E.
El razonamiento es similar al segundo de los casos considerados, ya que
Cy = Cy;. Tomando:

p([[Br * E' x G]]=) = [[B2 + E' x G]]=
p([[Br + E" x J]]2) = [[E2 * E" = J]]=
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y definiendo g((g, « g7« @1]=,a(C2) = Cs, tenemos que:

r([[E1 * E' * G]]z,a,Co,[[Ey * E' x J]]=) =r([Glz,a,Coy, [J]z) =
r([[Ey *x B % G|]=,a,Co, [[F2 x E' x J|]=)

-e=([[E1 * E' « G|z, <a,m>p0,,[[Er * B % J]]=)
con ([Gl=,<a,7>n0,,1J]=) € AP yG=E.
donde considerando
C= {<O‘ﬂ Tj>n; | ([ﬁ]za <SQ,Tj>n;,C [KI]E) € AaEl }
se tiene que Cy = C'U(CYy;. Obsérvese que por la restriccion sintactica im-
puesta, si C' es distinto de (), entonces C' es el tinico conjunto de conflictos
de C([F']=, a).

El razonamiento es similar al tercero de los casos considerados. Tomando:

p([[Br + E' = Gl]z) = [[E2 + E' x G]]=
p([[By * E" + J]]2) = [[B2 x E" + J]]=

y definiendo g((g, « &'+ ¢]]=,a(C2) = Cs, tenemos que:

H([B: + B % Gl Con[[By B 5 J])-) = r({Glera, Con, L) ) =
r([[Ey x E' * G|z, ,Co,[[Fy x E' x J|]=)

e Consideremos ahora un arco cualquiera e de Agl. De nuevo tenemos tres casos:

-e= (HHI * B x E]]Ea<aar>n1 ” <ﬁ73>n2’[[‘]1 * B« EHE)
con ([Hil=,<a,r>n, || <B,s>n,, [h]z) € AP

Tomando ¢([Hilz) = [Hal=, ¢([/ilz) = [l]=,  Mm—a(Cr) = Cly
him,-,8(C2) = Cf tenemos que

p([[Hy + E" « E]]=) = [[Hy x E' * E]] =
p([[J1 = E" x El]=) = [[J2 * E' * E]]=

y definimos g[[Hl*E’*E]]E,a(CI) = C’{ y g[[Hl*E/*E]]E,ﬂ(CQ) = Cé
Ademés, si ([[Hy x E' * E] =, <a,m>p, || <B,$>n,, [[J1 x E' x E]]=) €

Al con ([Hi]=, <a,r>n, || <B,s>n,,[Ji]=) € A", entonces, como

E, ~ FE,, llegamos a:

1. 3([Hil=, <a,r>n.c, [Hi] =) € AR
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2. A([Hi)=, <B, $>ny.00, [HY| =) € AR

3. 3r' s, ni,ny tales que ([Hylz , <o, >y || <B,8'>n,[h]=) € A7,
con ([HQ]E ’ <Of,7“l>nll’ci, QS([H{]E)) < AaE2 y
([Hal=, <B, 8">ny0p. 0([Hil2)) € A

Entonces, concluimos que:

1. 3([[H1 * E' * E])=,<a,r>u,.00,[[H) * E' x E]] =) € Al

2. I([[Hy * E' x E]|=,<B,5>n.00, [ [H] * E' x E]] =) € Al

3. I, ¢’ n}, nl tales que
([Hy * E" % E]]= , <a,r'>p || <B,8">p,[[J2 x E' x E]]=) € A,
con ([[Hy * E' x E]]=, <a,7">p cr, o([[H] * E' x E]]2)) € A2y
([Hy x B' x El=,<B, 5>, o1, 0([[H * E' x E]]=)) € A

-e=([[ByL+ &' % Ell=, <ayr>p, || <B, 5>, [[Er + T+ E]]=)
con ([, <a,r>n, || <B,5>n,,[J]z) € A

Este caso es andlogo al anterior.

- €= (HEl * E' G”Ea<aar>n1 || <578>n27“E1 * B x J]]E)
con ([Gl=, <a,r>p, || <B,5>n,,[J]=) € AY.

Este caso es también analogo a los dos anteriores.

(viii) Consideremos
FIZ[E,*EI*E] y F2:[EI*E2>|<E]

La comprobacion de que F; ~ F), es similar al caso anterior.

(ix) Consideremos

Fi=[E'"xE=xFE] vy F,=[E % FE % E

La comprobacion de que F} ~ F), es similar a los dos casos anteriores.
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6.3 Bisimulaciéon estocastica

En este apartado tan solo planteamos las lineas de trabajo futuro que se desarrollaran
tras la presentacion de esta tesis, referidas al campo de las bisimulaciones estocas-
ticas. Se parte de la propuesta de bisimulacion probabilistica de Larsen y Skou
(JLS91]). La idea es definir una relacién de equivalencia sobre los nodos del nue-
vo sistema de transiciones que hemos definido. Dicha relaciéon de equivalencia nos
proporcionara una particion sobre dicho conjunto de nodos. A la relacion de equi-
valencia le exigiremos que el proceso estocastico asociado sea también una CTMC,
es decir buscaremos la condicion de lumpabilidad [KS60]. Una vez obtenida la par-
ticion, definiremos el sistema de transiciones agregado asociado a la s-expresion con

respecto a dicha relacion.

Finalmente, dadas dos s-expresiones estaticas diremos que son estocasticamente
bisimilares si podemos obtener en cada una sendas relaciones de equivalencia, de
forma que los respectivos sistemas de transiciones agregados sean isomorfos. Como

trabajo futuro esté el probar que esta bisimulacion estocéastica serfa una congruencia.

Definicién 6.8 Sea E una s-expresion estatica regular, con

ST

nts(E) = (VF, AE UAgE U AE o5

Consideramos una particion lumpable sobre el conjunto de nodos, en el sentido
de que Va € L, si para cualesquiera V;, V, clases originadas por la particién, y

[G1]=, [Gs]= € Vi, entonces existe una biyeccion:
¥ C([Gh]=, ) = C([Ga]=, @)

tal que cr(Ch) = er(¥(C1)), YO, € C([Gh)=, @), de forma que:

r([Gilz, o, C1, Vo) = r([Ga]=, o, 9(Ch), Va)

donde hemos considerado que dados [G]= € VE, C un conjunto de conflictos y V

una clase originada por la particion se define:
r((Glz,0.C V)= Y 1([Glz, 0, G, [Gyl=)
[Grl=€V

Esta particion da lugar a una relacion de equivalencia R (aunque también hubié-
ramos podido partir primero de la relacion de equivalencia, que hubiera generado

dicha particion).
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En el sistema de transiciones agregado de E obtenido a partir de la relacion R y de

nts(FE), tendremos como nodos las clases de equivalencia originadas por la particion,
y en los arcos se anotaran las multiacciones, las razones de paso y las razones de

conflicto. Lo denotaremos por ats™(E), y se define de la forma:

ats®(E) = (VIR AR U ATR U ADR vg®)

sr )

donde:

o VER =VE/R

e Para definir A”® tomaremos de cada clase V; € VF® un representante, que
llamaremos [G;]=, de modo que para cada par de nodos Vi, V, € VE®R para

cada «a, y cada conjunto de conflictos C; € C([G1]=, @), diremos que
(‘/1: <C¥, R1>cr17 ‘/2) € AaER

si existe un arco ([Gi]z, <a,r1>n,.0,, [J1]=) € AE, con [G4]= € V4, para algtin
[Ji]= € V4, de modo que:

- Rl - T([Gl]Ea Q, Cla ‘/2)

— cry = cr(Cy).
Obsérvese que [G1]= es el representante elegido de V;, y que debido a la defi-
nicion de particion lumpable considerada, cualquier representante elegido nos
habria dado el mismo resultado, es decir, si hubiésemos tomado [G}]= € V7, y
un arco ([G]=, <a,71>p o1, [J]]=) € ALY, entonces tendriamos que ¢~ '(C}) €
C([G1)=, ), siendo ¥ la biyeccion que nos proporciona la lumpabilidad, y ade-
mas:

B r([Gl]Ea «, 77/)71(01)’ ‘/2) = r([G’l]Ea «, Cia VQ)

— er(CY) = er($7H(CY)).

En conclusion, podemos elegir cualquier representante para esta definicion.

e Para definir AfR consideraremos de nuevo un representante [G;]= de cada clase

V; € VER de modo que si para [G1]= € V] existe un arco
([Gl]Ea <O{1, T >n1 || <O{2, T >n27 [JQ]E) S AgE )

para algtin [Jy]= € V?, con
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1. ([Gl]za <01,T1>n,,C15 [G;]E) € AaE

2. ([Gl]Ea <y, T2>n2,C27 [G;’]E) € AaE
entonces tomaremos un arco (de nuevo asociado al par (Cy, Cy) ):
(‘/17<O{1:R1>CT1 || <a2;R2>CT2:‘/2) € AaER

con

Ry = r([Gi]z, 1, C1, V) donde [Gil=€ V!, c¢ry=cr(Ch)
Ry = r([Gh]=, ag, Co, V") donde [GY]= € V", cry = cr(Csy)

o ABrR = [(Vi, <skip,0>,V,), (Va, <redo, 00>, Vy) | [E)z € Vi, [E]= € V,.}

o v" = {Vo | [E)= € Vo} O

Definicién 6.9 Dadas dos s-expresiones estaticas regulares cualesquiera F y F,
diremos que son estocdsticamente bisimilares, y lo denotaremos por £ ~ F', si es
posible obtener sendos sistemas de transiciones agregados ats®(E) y ats® (F) que

sean isomorfos. O

Ejemplo 6.7 Consideremos las s-expresiones estaticas:

Eyg=<a,1>;<b,3> 0 <a,2>;<b,3>
Fip =<a,3>;<b,3>

El nts(Eyg) es el mostrado en la figura 6.11,

< skip,0 >

nts®(Eyg) =

< redo,co >

Figura 6.11: nts(E)

donde hemos considerado:

G, =<a,1>1;<b,3>0 <a,2>3;<b,3>,
Gy =<a,1>1;<b,3>9 0 <a,2>3;<b,3>,
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Si consideramos la particion dada por

Vo= {[E—I()]E}a Vi= {[Gl]za [GQ]E}a Ve = {[E]E}

genera la relaciéon R con

VEIO/R - {%7 ‘/17 Vév}a

que cumple las condiciones de la definicién 6.8, por lo que el sistema de transiciones

agregado para Fg segtin esa particion es el mostrado en la figura 6.12.

< skip,0 >
. < a,d >3 < b,3 >3 D
ots™(Bro) = (1 O, >
< redo, o0 >

Figura 6.12: ats™(Fy)

Por su parte, para Fg si tomamos
H, =<a,3>;<b,3>
y la particion trivial dada por

Vo ={[Ful=}, Vi ={lH]=}, Vi={[Ful-}

se genera ahora una relacion R’ con
Fig 1 ! ! !
VIR = {Ve, Vi, Vit

Es facil ver que el nuevo sistema de transiciones agregado de Fiy es isomorfo al de
E\y, ya que coincide con él una vez sustituidos cada nodo V; por el correspondiente
V!, parai = 0,1, xz, de modo que claramente son isomorfos, concluyéndose Eyq ~ Fj,.

O

Ejemplo 6.8 Consideremos las s-expresiones estaticas:

By =<a,1>;(<b,3> || <b,2>)0 <a,2>; (<b, 3> || <b,2>)
Fiy =<a,3>; ((<b, 1> 0 <b,2>)|| <b,2>)
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Entonces, tomando para FEi;:

Gy =<a,1>;(<b,3>||<b,2>)0 <a,2>; (<b, 3> || <b,2>)
Gy =<a, 1> (<b,3> || <b,2>)0 <a, 2>; (<b, 3>||<b, 2>)
G5 =<a,1>; (<b,3>||<b,2>)0 <a,2>; (<b,3> || <b,2>)
Gy =<a,1>; (ﬁ”@)m <a,2>:(<b,3> || <b,2>)
G5 =<a,1>;(<b,3> || <b,2>)0 <a,2>; (<b, 3>||<b, 2>)
Go =<a,1>; (<b,3> || <b,2>)0 <a,2>; (<b, 3>||<b, 2>)

la particion dada por:

Vo =A{[Eu)=}, Vi ={[Gi]=, [Ga]=}, Vo ={[Gs]=,[Gs]=}
V3= {[G4]Ea [GG]E}a Ve = {[& E}a

genera la relaciéon R con
VIR = {Vo, V1, V2, V3, Va},

la cual cumple las condiciones de la definicion 6.8, y el sistema de transiciones

agregado para Fy; segtin esa particion, es el mostrado en la figura 6.13.

< skip,0 >

< redo, o0 >

Figura 6.13: ats™(Fy;)

Para Fj; tomando:

Hy =<a,3>: ((<b,1>0 <b,2>)||<b, 2>)
Hy =<a,3>; ((<b,1>0 <b,2>)||<b, 2>)
H; =<a,3>; ((<b,1>0 <b,2>)||<b, 2>)

la particion seria la obtenida a partir de la relacion identidad,

Vo =AlFul=}, Vi=AlH]=}, Vi ={l]=}, Vi={[H]=}, Vi={[Ful=}
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y asi se generaria

VIR = {Vg, VI V3, Vi, VY

Es facil ver que ats™ (Fj1) es el mismo ats®(E};), con sélo cambiar cada V; por la
correspondiente V;, para i = 0,1, 2,3, z, con lo cual queda probado que Ey; ~ Fi;.
O

Proposiciéon 6.3 Para todas las s-expresiones estaticas regulares F, F', se tiene

E~F = E~xUF

Demostraciéon: Es inmediata; basta considerar en cada caso la relacion de iden-
tidad. O

Somos conscientes de que esta bisimulacion estocastica estd todavia en "panales"
y necesita madurar bastante, sobre todo a la hora de encontrar la relaciéon que nos
proporcione el sistema de transiciones agregado que nos interese (claramente exis-
ten varias posibilidades, y en particular siempre se tiene la relacion identidad). Por
ejemplo, seria interesante obtener un algoritmo que generase el sistema de transicio-
nes agregado con el menor nimero de nodos, que ademas de facilitar el estudio de la
equivalencia, nos abriria una puerta para abordar el problema de la explosion de es-
tados. Nuestro primer objetivo como trabajo futuro mas inmediato, serda encontrar
estos sistemas de transiciones agregados minimales, y a partir de ellos considerar el
isomorfismo entre sistemas de transiciones para llegar a ~, y demostrar que =~ es

conservada por todos los operadores, es decir que es una congruencia.
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Capitulo 7
Casos de estudio

Este capitulo esti dedicado al estudio de tres casos cldsicos en el campo del diseno de
sistemas concurrentes, segin la perspectiva de nuestro modelo. Con ello se pretende

poner de manifiesto la potencia, elegancia y flexibilidad del mismo.

El primer caso a tratar serd el de la region critica, para el cual plantearemos
dos enfoques: el centralizado y el anillo l6gico. En el siguiente apartado estudiare-
mos el problema del productor/consumidor, considerando primero un almacén con
capacidad para un solo item, para luego generalizarlo a capacidad n. Por tltimo,

terminaremos con el protocolo del Bit Alternante.

En todos los casos vamos a suponer que nos encontramos bajo una perspectiva
markoviana, asi que cada multiaccion « tendréa asociada una espera (delay) para eje-
cutarse, que seguird una distribucion exponencial negativa de pardmetro A. Dentro
de una misma especificacion admitiremos tener que una misma multiaccion tenga

asociados diferentes pardmetros en las instancias de la misma.

7.1 Region critica

Como ya hemos comentado, éste es un ejemplo clasico en el estudio de sistemas
concurrentes. Su descripcion, sin tener en cuenta tiempos puede encontrarse en
[PS89], y una introduccion detallada, asi como su especificacion utilizando un algebra
de procesos con probabilidades, puede encontrarse en [Nun96|; sobre esta altima nos

hemos basado para hacer nuestra descripcion:
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Se tiene un conjunto de procesos. Cada uno de ellos puede ejecutar una tarea
propia, o una tarea correspondiente a su regiéon critica, de modo que s6lo uno de
los procesos puede ejecutar al mismo tiempo una de éstas. Si dos 6 mas procesos
solicitan entrar en la region critica a la vez, el sistema tendra que decidir qué proceso

entra, garantizando siempre la deseada exclusién mutua.

7.1.1 Enfoque centralizado

Consideraremos un sistema que cuenta con n procesos ejecutandose en paralelo.
Estos procesos se encuentran realizando independientemente su cometido, pero en
ocasiones tienen que entrar en su region critica. Con el enfoque centralizado, se
tendra un proceso auxiliar central que se encargara de otorgar los permisos para

entrar en la region critica, a los procesos que los soliciten. Consideraremos:

e P, coni=1,2,...,n, los procesos que se encargan de hacer las tareas.

e () el proceso (centralizador), que se encarga de coordinar la entrada a la region

critica.
Los convenios que se siguen son los siguientes:

1. Las tareas que realiza cada proceso P; fuera de su regién critica vendran des-

critas mediante la ejecucion de <t;, A, >.
2. <7, A;;> indicard el trabajo que cada proceso F; realiza en la region critica.

3. El centralizador no tiene ninguna preferencia por ninguno de los procesos, a

la hora de permitirles el acceso a la region critica.

4. El proceso P; realiza ciclos en los que en cada ocasiéon tendra la posibilidad
de realizar una tarea propia <t;, Ay, > y volver al punto de partida, o bien
solicitard permiso para entrar en su region critica, <p;, Ay, >. Cuando obtenga
el permiso, entrara en la region critica <e, A, >, realizara (una sola vez) su
trabajo, <r;, A;,>, y luego saldra de la region critica, <s, Ay, >, volviendo al

inicio del ciclo.

5. El proceso centralizador ) realiza ciclos que consisten en controlar la entrada

en la region critica < e, \; >, y la salida < §, \; >. FEstas acciones tienen
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que sincronizarse con las correspondientes de los procesos Pj, para asegurar la

estancia de un tinico proceso en la region critica.

6. Los procesos P; y () realizan antes de empezar sus ciclos unas tareas de inicia-
cion <ip,, Ai, >y <iq, Aiyp >, respectivamente. Esas tareas son independientes
J

Yy no necesitan sincronizarse.

7. El sistema describe un proceso de comportamiento infinito.

Podemos modelar con sPBC el sistema de la forma siguiente:
P = [<’ipj,>\ipj> * <t A > O (<pj, Ap, > 5 <€y e, >3 <1y, A >3 <8, A, > ) % <fyAp>]rs f
para j =1,...,n.

Con lo que la s-caja plana para cada P; seria la mostrada en la figura 7.1.

plj tlj p2j t2j p3j t3j p4j pﬁj
o O -0 ©
Ps; 2
<tj, Ay, > <8, Ay, > @ <1, A, >

Figura 7.1: s-caja plana de P;
La especificacion de () seria:
Q = [<ig, Nig> * (<, N> <8, N> ) * <f, Ap>]rs f

con lo que la s-caja plana de @) seria la mostrada en la figura 7.2.

P1q tig D2 l2q D3q D

(O—|<ig: hig > = )—<é, A> ©)

Figura 7.2: s-caja plana de Q

Finalmente, la especificacion del Sistema es la siguiente:

Sistema = [{e,s} : (P || P2 ... P, ]| Q)]
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Potencia y flexibilidad de sPBC

En [DHR95| podemos encontrar una comparacion de los mecanismos para modelar
con algebras de procesos estocasticas con los de redes de Petri estocasticas. Una
de las principales ventajas de nuestro modelo es su composicionalidad, de modo
que podriamos modelar las componentes mas pequenas de acuerdo a un algebra
de procesos y verificar su comportamiento traduciéndolas a s-cajas planas. Una
vez obtenida la s-caja plana asociada al sistema, podriamos preguntarnos sobre
propiedades estructurales. Nuestro modelo da lugar siempre a redes 1-seguras, lo
que puede facilitar el estudio. Por ejemplo, en el caso expuesto anteriormente,

podriamos preguntarnos si se cumple la propiedad de exclusion mutua:
¢ Eziste alguin marcado alcanzable desde M, en el que estén marcados (ps, V ps;) N
(pa, V ps,) para j #k?

Ademas, no es dificil ver que en el caso expuesto la CTMC asociada es ergodica

a que la red de Petri es 1-segura y tiene como estado de acogida M = ps, + po, +
y g y g 1 2

.. .Da, +p2Q), asi que sera posible calcular la distribuciéon de los marcados en estado

estacionario II a partir de la matriz generadora Q, resolviendo el sistema:

11Q =0
Y I=1

1
Una vez conocido IT serd posible calcular los indices de rendimiento, a partir de la
nocion de funcion ganancia [AMBCT95]. Por ejemplo, podemos preguntarnos:
scudnto tiempo se estd utilizando la region critica?

para ello considerariamos:

M;eRS(M,)

donde

1 s1 esta marcado en M,
T(Mz) . { p3Q 1

0 en otro caso

Otra ventaja de nuestro modelo (como algebra de procesos) es poder definir una

congruencia (~) (capitulo 6), que nos permite establecer, por ejemplo, que

<ty Ay > o~ <ty Ay > 0 <tj, A >
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si Ay = )\;j + )\Q’] . A partir de esta equivalencia se podria hacer la correspondiente
sustitucion en un sistema, obteniendo un sistema equivalente al original, tanto a
nivel funcional como a nivel de estudio de prestaciones. Asi pues, con nuestro
modelo combinamos la potencia de las algebras de procesos estocésticas clasicas y

de las redes de Petri estocasticas.

Otra ventaja adicional proviene del uso de las multiacciones, el cual proporciona
una mayor flexibilidad a la hora de modelar. Por ejemplo, supongamos que el caso
modelado se refiere a una linea de produccion industrial y () representa la utilizacion
de un lugar comtin, en el que los procesos entraran de dos en dos (supongamos que se
trata de un elevador con dos plazas y que por motivos de equilibrio, s6lo es posible
que funcione si las dos plazas estan ocupadas). En tal caso, cada P; se seguiria

modelando de la misma forma y el elevador seria:
E=[<ip,dipy> = (<{é, e}, \e>; <{5,5}, \s> )% <f,A\p>]rs f

Sistemaeievador = [{€, 8} : (PL|| P2|| ... Po|| E)]

7.1.2 Anillo légico

Se considera ahora un sistema constituido por n procesos P;, con i = 1,...,n,
ejecutandose en paralelo sobre un anillo l6gico, de manera que cada proceso tiene un
predecesor y un sucesor. Los procesos se encuentran realizando independientemente
una tarea, teniendo que entrar, de vez en cuando, en una regiéon critica. Para
conseguir la exclusion mutua se tiene un token circulando por el anillo, de modo
que so6lo el proceso que disponga del token podra entrar en la regiéon critica, si asi
lo desea. Para mostrar la flexibilidad de nuestro modelo vamos a partir de unas
hipotesis un poco diferentes de las que corresponden al caso centralizado; asi, los

convenios que se siguen ahora son:

1. Supondremos que el sistema describe un proceso de comportamiento infinito,
pero cada proceso componente P; realiza una tarea de iniciacion <ip,, )\Z-Pj >,
para j = 1,2,...,n, tras lo cual pasara a realizar el siguiente ciclo (con j =
2,...,n):

(a) Se prepara para sus tareas <iy;, Aiy, >, y luego pasa a realizar sus tareas
J

fuera de la region critica, <t;, A, >, las veces necesarias (eventualmente
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ninguna). Cuando acabe de realizarlas, se reseteara via < f;, )\ftj >. Esta

parte se puede modelar de la forma:
T; = [<z'tj,)\itj> * <tj, Ay;> ok <ftj,)\ftj >]

(b) Después estd en disposicion de atrapar el token <aj, Ay, > (cuando se lo

pase su predecesor).

(c) Unavez que ya tiene el token, se prepara para realizar sus tareas <i,, A;, >,
J
y luego puede realizar sus tareas dentro de la region critica, <7, A, >, las
veces necesarias (en particular ninguna). Cuando acabe de realizarlas, se

reseteara < f,, )\ij >. Esta parte se puede modelar de la forma:
Rj = [<iry, Xiy, > % <rjy Ay > % <fr), Ap, >

(d) A continuacién, le pasara el token al proceso siguiente < @;.1, A >

Gi11

(tomariamos n + 1 = 1) y volvera al punto de partida.

2. El primer proceso del anillo P; posee el token al comenzar el funcionamiento

del sistema. Su punto de partida en el ciclo sera el item (c) del caso previo.

3. El token no se puede perder.

Podemos modelar con sPBC cada componente de la forma siguiente:
P = [<z’pj,)\ipj > % (Ty; <aj, Ao, > Ry <ajyr, Moy >) x <[, Ap>]rsf

para j =2,...,n.

La s-caja plana de P; con j > 2 es la descrita en la figura 7.3.
Y para el primer proceso, que parte teniendo el token tendriamos:
P = [<z'p1,)\ipl> #((Ry; <9, May>3 115 <ap, Ay >)x <[f,A>|rsf
La s-caja plana de P; es la mostrada en la figura 7.4.
Finalmente, el sistema completo quedaria modelado de la forma siguiente:
Anillo =[A : (P || Py| .. || P)]

donde A = {ay,ay,...,a,}
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<f1"]-7 )\f’r] >

(O —<ipPis Xip, > =i —| <irs, Xiy, > <fris Aoy > —(D—

Dg; tg, ts, D, t6,

P
® [ <1, oy > f(D <t Aty > (D] <y Ny >

t7,
Figura 7.4: s-caja plana de P; (anillo 16gico)

7.2 Productor/Consumidor

Consideremos ahora otro cldsico en el diseno de sistemas concurrentes: el problema
del Productor/Consumidor |[PS89|. En él intervienen tres procesos componentes P
(Productor), C' (Consumidor) y A (Almacén), donde empezaremos considerando
un almacén de capacidad 1 . Las componentes trabajan en paralelo, pero tienen que
sincronizar sobre un conjunto de acciones. Supondremos que las tres componentes
tienen que ponerse de acuerdo para iniciar el proceso y para terminarlo. Ahora

pasamos a describir cada una de las componentes.
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Productor:

e Se prepara para iniciar el proceso <i, \;, >.

e A continuacion, realiza ciclos que consisten siempre en la secuencia de producir
un item <p, \,> seguida de depositar el item en el almacén < a, A\, >. El

numero de ciclos que realiza es arbitrario (incluso puede que ninguno).

e Después se prepara para finalizar el proceso <f, Ay, >.

Consumidor:

e Se prepara para iniciar el proceso <i, \;>.

e A continuacion, realiza ciclos que consisten siempre en la secuencia de tomar
un item del almacén <t, \;> seguida de consumir el item <e¢, A.>. El niimero

de ciclos que realiza es arbitrario (incluso puede que ninguno).

e Después se prepara para finalizar el proceso < f, A, >.

Almacén:

e Se prepara para iniciar el proceso <{i,i}, \;,>.

e A continuacion, (recordemos que el almacén tiene capacidad 1), realiza ciclos

que consisten en:

— primero permitir que se ponga un item en el almacén <a, \; >, tras lo

cual permite que se tome un item del almacén <t, N>

e Después se prepara para finalizar el proceso <{f, f}, Ap, >

Asi, la especificacion para la componente Productor seria:

Productor = [ <i, A, > * (<P, Ap>; <a, A\g>) x <f,Ap,>]
La s-caja plana del Productor es la descrita en la figura 7.5.
Anéalogamente, la especificacion para el Consumidor seria:

Consumidor = [ <i, Nj, > * (<t, > <e, Ae>) % <f, A, >]
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plP th pzp t4P p4p

(O———{<i, \ip> (i) <f,A\pp> O
W /\/\ "
\p?)P

Figura 7.5: s-caja plana del Productor.

La s-caja plana del Consumidor se muestra en la figura 7.6.

Dic lic P2c 2% P4q
(O)————<i, Xie.> (i) <[, A o> ———(2)
. //\ N
<t,\y> <ey Ae>
P3¢

Figura 7.6: s-caja plana del Consumidor

Finalmente, para el Almacén tendriamos:
Almacén = [ <{i,1}, A\, > * <a,Ng> ; <t, N> % <{f, [}, A, >]

La s-caja plana del Almacén es la mostrada en la figura 7.7.

D1y iy P2y by Pa,
@—’<{i,’i},)\iA> G\ <{fﬂf}7)\fA> @
b //\ s
<a, Ag> <t, \j>
p3A

Figura 7.7: s-caja del Almacén

De esta forma, la especificacion del Sistema seria de la forma:

Sistema = [ A : ( Productor || Consumidor || Almacén ) |
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donde A ={i, f,a,t}

La CTMC asociada no es ergodica, de modo que el analisis puede hacerse a partir

de la matriz generadora Q, con

P(t) =p(t)Q, dado p(0)

donde p;(t) representa la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado
i (marcado M;) en el instante de tiempo ¢. A partir de ahi es posible obtener
los indices de rendimiento mediante el concepto de funcion ganancia [Hav98]. Por

ejemplo, podriamos estar interesados en conocer:

4 qué probabilidad se tiene de que en el instante de tiempo t se esté esperando a

almacenar un item que ya se ha producido?

Para ello considerariamos:

EX()) = Y, r(M)p(t)

M;E€RS(M.)
donde

r(M;) =

1 sips, estd marcado en M;
0 en otro caso

O también nos puede interesar el tiempo que el sistema ha estado en cualquier
estado hasta el instante ¢. Esto se conoce como medidas acumulativas (cumulative
measures) [Hav98|, y vienen definidas por el vector [(t),

1= [ ooy

que denota el tiempo total pasado en el estado i durante el intervalo [0,¢). De esta

forma, utilizando la misma funcién ganancia que anteriormente,
Y(ty= Y (M)
M;€RS(M.)

expresara la cantidad de tiempo que se ha estado esperando para almacenar un item

que ya se habia producido en el periodo [0, ?).

2

7.2.1 Almacén con capacidad para dos 6 mas items

Si hubiésemos necesitado modelar un almacén con capacidad dos, la descripcion del

mismo seria ahora la siguiente.
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Almacény:

e Se prepara para iniciar el proceso <{z,1}, \;,>.
e A continuacioén, realiza ciclos que consisten en:

— primero permitir que se introduzca un item en el almacén <a, \;>,

— a continuacion, realiza ciclos (puede que ninguno) que consisten en la
secuencia de permitir depositar un item en el almacén <a, \; >, tras lo

que se permite que se tome un item del almacén <t, Ap>.

— a continuacién, se permitird que se tome el item que habia almacenado

<tA, )\£>.

e Después se prepara para finalizar el proceso <{f, f}, Apy>.

La especificacion algebraica del Almacén con capacidad dos sera:
Almacéng = [ <{i, i}, Mi,> % [<a, Aa> * (<a, Aa>; <t, > ) % <t N> 1% <{f, f1Ap,>]

La s-caja plana de Almacén, es la mostrada en la figura 7.8.

P14 iy D24 te, D5,
@—’<{i,’i},)\iA> /'l\ <{f7f}7)‘fA> @
o, //\ s,
<@, \g> <t, \j>
p3A
ts3, tay
<a, \g> <t, \;>
P4y

Figura 7.8: s-caja plana de Almacény,

De esta forma, la especificacion completa del Sistema es:

Sistemag = [ A : ( Productor || Consumidor || Almacény ) |

donde A ={i, f,a,t}.
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Siguiendo la misma estrategia, si queremos modelar un Almacén con capacidad para

n items, la especificacion en sPBC podria ser de la forma:

I = (<a,Aa>; <t, \>)
I, =[<a, \g> % Iy % <t,\;>], n>2

Almacén, = [ <{i,1}, Mi,> * Lnx <{f, f}, A, >]

La s-caja plana correspondiente a Almacén,, es la mostrada en la figura 7.9.

plB p2B pn+3B
@—)<{i;i}7)\iA> /Q\/\ <{f7f}7)\fA> @
<a,\g> <t, \p>
P3p
<a, A\g> <t, A\p>
Pap
Dn+ip
<a,\g> <t, \p>

\QnHB

Figura 7.9: s-caja plana de Almacén,,

Finalmente, la especificacion del Sistema en sPBC seria:

Sistema, = [ A : ( Productor || Consumidor || Almacén,, ) ]

donde A ={i, f,a,t}.
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7.3 El protocolo del Bit Alternante

ABP (Alternanting Bit Protocol) [BSW69], es un protocolo simple de comunicacion
que proporciona una comunicacién libre de errores sobre un medio que puede perder

mensajes.

En nuestra descripcion (basada en la que aparece en [Han91|) intervienen cuatro
entidades: un emisor, dos canales y un receptor. La estructura general del sistema

de comunicacién viene esbozada en la figura 7.10.

Receptor| ¢

out
Medio

Figura 7.10: La estructura del ABP

A grandes rasgos, el funcionamiento del sistema es como sigue: el Emisor pro-
duce mensajes que envia al Receptor a través de un medio con dos lineas: la que va
del Emusor al Receptor, que denominaremos Medio, y que va del Receptor al Emisor,
llamada ackMedio, que se encargarid de transmitir los acuses de recibo correspon-
dientes. Estas lineas pueden perder tanto los mensajes como los acuses de recibo.
Suponemos que las cuatro entidades tienen que sincronizarse para iniciar el sistema,

tras lo que cada una de ellas tiene el comportamiento siguiente:

e Emisor:

1. El Emisor empieza a transmitir un mensaje <m, \,,>, que estara etique-
tado con 0 6 con 1 (para que el receptor sepa si es un mensaje nuevo o
antiguo). La correspondiente multiaccion sera <iny, Ao > 0 <imy, Ay >,

segln el caso.

2. A continuacion repite el proceso (puede que ninguna vez): si no ha
recibido el acuse de recibo correspondiente a la etiqueta que le puso
al mensaje < nre;, Apr, >, lo volvera a enviar, y la multiacciéon en es-

te caso serd <im;, A\j >.
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3. El paso anterior lo acabari cuando reciba el acuse de recibo correspon-

diente <re;, Ay, >.

4. Volvera a repetir los pasos anteriores, pero cambiando la etiqueta.
e Medio:

1. Puede recibir mensajes etiquetados con 0 6 1 (<in;, Ajp,> con i = 0,1
segtn el caso). A continuacion puede perder el mensaje (< pa, Ay, >),
o bien mandarlo correctamente al receptor (< out;, Agit; > con 1 = 0,1,

segun corresponda con el mensaje recibido).

2. Repite el paso anterior.
e Receptor:

1. Al Receptor le llega un mensaje que registra <g, \;>, lo etiquetard con
0 6 con un 1 (segun la etiqueta con la que le llegd), y lo transmitira con
el acuse de recibo <77y, Ay > 0 <77y, A >, segln el caso.

2. A continuacion repite el proceso (puede que ninguna vez): si le siguen lle-
gando mensajes del medio con la misma etiqueta que ya tenia <out;, Aoy, >,

volverd a enviar el mismo acuse de recibo <rr;, Ay, >.

3. El paso anterior lo acabara cuando reciba un mensaje con diferente eti-

queta <outii, Aout;y, >, tomando 1 +1 = 0.

4. Volvera a repetir los pasos anteriores, pero cambiando la referencia a i+1.
e ackMedio:

1. Puede llegar un acuse de recibo del receptor etiquetado con 06 1 (<77, Ay, >
con i = 0, 1 segin el caso), que podra perder <p,, Ay, >, 0 bien lo man-
dara al Emisor (<7re;, A, > con i = 0,1, segin corresponda, en funcion
de la etiqueta del acuse de recibo).

2. Repite el paso anterior.

e El primer mensaje mandado por el Emisor estara etiquetado con 0.

La especificacion del Emisor en sPBC sera entonces la siguiente:

Emisor = [<{i,i,i}, i, > *

(<M, A>3 [ <ing, Mgy, > * (<0T€0, Anreg >3 <10, Ay, >) * <T€q, Areg >3
<My A>3 [ <ina, Ay, > % (Knrer, ey >3 <ina, Ay >) % <rer, Ao, > )
<f,Ap>]rsf
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La s-caja plana del Emisor es la mostrada en la figura 7.11.

Dig tig Doy tap P3p

@ <{isis i} Xig > O ®

Diog iy D8 tsy

©

toy tio,

Figura 7.11: s-caja plana del Emisor

La especificacion del Medio sera:

Medio = [<i, iy, > *
(<z'n0,)\m0>; (<Obt0’>‘odt0> O <pM,>\pM>)) O
(<ing, Ain, >3 (<out1, Xy > O <par, Apy,>))
* <fohp>]rs f

La s-caja plana del Medio es la mostrada en la figura 7.12.
La especificacion del Receptor sera:
Receptor = [<%, Aip > <outg, Aoute> *
(<G, Ag>;[ <7ro, Ay > * (<outo, Aputy >5 <70, Ajrg>) * < o0uty, Aouty >1;

<Gy A>3 [ <0y, Apey > % (<outy, Apw, >3 <0y, Ay >) % <outo, Aoyt >] ) *
<f,Ap>]|rsf
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t3,,
<0{Lt0, )\Oitt0>
<in0, )\m0>
ts,,
<DPM> Apys >
le th
(O— <i, \iyy > —
t6,,
<0’Aut1, )‘oﬁt1>
<inq, )\ml >
p5M t7M
©) <Py Apy >

Figura 7.12: s-caja plana del Medio

La s-caja plana del Receptor es la mostrada en la figura 7.13.

Dip Per
©
th tﬁR t5R
<y Aig> <1ro; Adrg> <oulo, Aouto >
Pag ton D3p Dag

t3R t4R t7R
i <outo, Aouty > 0 <g,A\g> o <Tro, Afrg> <outy, Aout; >

tia,

<outo, Aouty >

pQR th pSR tSR

P11y

O

D7g

- —O

tiog ti1p

<outy, Aout, > <Try, Ay >

Figura 7.13: s-caja plana del Receptor
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Por ultimo, la especificacion del ackMedio seré:

ackMedio = [<i, \;,,, > *
(<7’7’0, >‘TT0>; (<7¢607 >‘f60> 0 <panm, >‘PaM>)) O ( <771, )‘TT1>; (<TA€17 )‘f61> 0 <pam, )‘PaM>)) *
<f,Ap>]rs f

La s-caja plana del ackMedio es la mostrada en la figura 7.14.

t2aM P3ous
<TI0y Appg >
t4aM

<TTLy Appy >

p5aM

@ <PaM, )‘paM >

Figura 7.14: s-caja plana del ackMedio

En definitiva, la especificacion del Sistema completo es la siguiente:
Sistema = [A : (Emisor||Medio|| Receptor||ackMedio)]

donde A = {i, ing, iny, outq, outy, reg, , re1, 0, 7T }
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Capitulo 8
Conclusiones y Trabajo Futuro

En esta tesis hemos presentado una extensiéon markoviana del modelo PBC. Por
medio de ella, ademés de tener integrado en el mismo modelo aspectos cualitativos y
cuantitativos, se tienen simultaneamente las ventajas de las algebras de procesos (por
ejemplo, la composicionalidad) y de las redes de Petri (por ejemplo, su representacion
grafica y los algoritmos de andlisis). Todo ello hace que bajo nuestro punto de
vista, se trate de un modelo muy adecuado para el diseno, anélisis y evaluacion de
prestaciones de sistemas concurrentes, en los que aparezcan esperas probabilisticas

(en particular, gobernadas por una distribucion exponencial).

De esta forma hemos definido un algebra de procesos markoviana, dando para
el lenguaje, en primer lugar, su sintaxis y su semantica operacional. Aunque no se
contempla el caso de la recursion, si se pueden obtener comportamientos infinitos,
utilizando el operador de iteraciéon. El caso de la sincronizacién ha sido el mas de-
licado, al estar separado del operador paralelo, y que sepamos, no contemplado asi
en ninguna otra algebra de procesos estocastica. Finalmente, conseguimos adaptar
la semantica de dicho operador, capturando el significado intuitivo de esperar a la
ejecucion de la multiaccion més lenta de las dos sincronizadas, y con buenas propie-
dades algebraicas que garantizan, entre otras cosas, una férmula sistematica para el
calculo de la razon cuando en la sincronizacién intervienen varias multiacciones es-
tocasticas, la propiedad conmutativa y asociativa de las multiacciones al sincronizar
y la obtencién de una congruencia al definir una equivalencia estocéstica adecuada.
A nivel técnico para lograrlo ha sido necesario considerar las razones de conflicto
y también una restriccion sintéctica, considerando los llamados términos regulares.

Ademés, hemos introducido nuevas transiciones en la semantica operacional, para
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poder definir con ellas una equivalencia adecuada que contemple la equivalencia
cualitativa (a nivel funcional) y la cuantitativa (a nivel de prestaciones), y que la
misma se conserve tras la aplicacion de todos los operadores (esto es, que sea una

congruencia).

Se ha definido también una seméantica denotacional, basada en una clase especial
de redes de Petri estocasticas (markovianas) etiquetadas. Se muestra la equivalencia
entre las dos semanticas, como se tenia en el modelo base PBC. Como la aceptacion
de las redes de Petri estocasticas (markovianas) y el trabajo realizado sobre ellas son
muy amplios, al tener como objetos seméanticos este tipo de redes, heredamos todas

las ventajas de ellas, incluidas las correspondientes a la evaluacién de prestaciones.

En PBC el operador base es la multiaccién «, cuya ejecucion no conlleva con-
sumo de tiempo ni retraso alguno, mientras que en sPBC tenemos la multiacciéon
estocastica < a,r >, cuya interpretacion es que desde el momento en que se per-
mite su ejecucion hasta que es posible ejecutarla (su ejecucion no conlleva tiempo)
sufre un retraso o espera gobernado por una distribucion exponencial negativa de
parametro r. Cuando varias multiacciones estocésticas (transiciones en la red de
Petri) estan activadas a la vez, se aplica una politica de competencia. La principal
diferencia entre sSPBC y PBC es que en el modelo base se parte de una concurrencia
de orden parcial, mientras que en nuestro modelo es de orden total, ya que al utilizar
funciones de probabilibades continuas se tiene que la probabilidad de ejecutar dos

multiacciones estocésticas (transiciones, si nos referimos a las redes) a la vez es nula.

De esta forma, sPBC es un algebra de procesos estocastica (markoviana) del
estilo de PEPA, TIPP o EMPA, pero pensada (al igual que PBC) para tener una
facil y natural traslacion a redes de Petri. Sus principales diferencias con ellas estan
originadas por ese punto de partida: permitir multiacciones a un primer nivel, tener
separado el operador paralelo del operador de sincronizacién y tener una semantica
operacional basada en s-expresiones dindmicas, en las cuales con los barrados y
sub-barrados se refleja la evolucion del proceso (correspondiendo al marcado en
la red). Estas diferencias generan asimismo sus principales ventajas: siempre se
tienen traslaciones a redes de Petri estocasticas donde las razones de las transiciones
son independientes del marcado, a diferencia de lo que sucede en PEPA, donde
en algunos casos las razones pueden depender del marcado; tiene una aceptable
interpretacion intuitiva de la nueva razon obtenida al sincronizar (esperarse a la
maés lenta), a diferencia de EMPA, donde la sincronizacion siempre impone que uno

de los argumentos sea pasivo, o de TIPP, donde la nueva razon es el producto de las
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razones que intervienen en la sincronizacion. Ademés, se permiten multiacciones,

con lo cual se facilita una cierta concurrencia real, aunque sea sélo a un primer nivel.

8.1 Trabajos publicados

A continuacién presentamos los trabajos y publicaciones de la doctorando relacio-

nados con los contenidos de la presente tesis:

1. [Mac99] H. Macia. Una introduccion al dlgebra de cajas. Trabajo de
doctorado. Dpto. de Informatica. Universidad de Castilla - La Mancha,
Septiembre 1999.

2. [Mac00] H.Macia.  Andlisis de especificaciones algebraicas mediante PBC.
Trabajo de doctorado. Dpto. de Informética. Universidad de Castilla - La
Mancha, Septiembre 2000.

3. [MVO01] H. Macia, V. Valero. Pep. Una herramienta para traducir y
analizar especificaciones de PBC con redes de Petri. Proc. XI Escuela de
Verano. Sistemas Distribuidos: Modelos y Aplicaciones. Albacete, pp. 187-
202, Julio 2001.

4. [MVdAF01b] H. Macia, V. Valero, D. de Frutos. sPBC: A Markovian Exten-
ston of finite Petri Box Calculus. Proc. IX Jornadas de Concurrencia, Sitges,
pp- 243-356 , Junio 2001.

5. [MVdF0la] H. Macia, V. Valero, D. de Frutos. sPBC: A Markovian Ez-
tension of Finite Petri Box Calculus. Proc. 9th IEEE Int. Workshop on Petri
Nets and Performance Models (PNPM’01), IEEE Computer Society Press, pp.
207-216, Septiembre 2001.

6. [MVAFCO01] H. Macia, V. Valero, D. de Frutos, F. Cuartero, sPBC: Exten-
ding PBC with Markovian Multiactions. Proc. XXVII Conferencia Latinoa-
mericana de Informatica (CLEI'01), Mérida (Venezuela), Septiembre 2001.

7. IMVCPO02b] H. Macia, V. Valero, F. Cuartero, F.L. Pelayo. A new propo-
sal for the synchronization in sPBC. Technical Report, DIAB-02-01-26, De-
partamento de Informatica, Universidad de Castilla-La Mancha, Junio 2002.

Disponible en http://www.info-ab.uclm.es/trep.php
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10.

11.

12.

IMVCP02a] H. Macia, V. Valero, F. Cuartero, F.L. Pelayo. Improving the
synchronization in Stochastic Petri Boxr Calculus. Proc. II Jornadas sobre
Programacion y Lenguajes (PROLE’02), El Escorial, Noviembre 2002.

[MVCPO03] H. Macia, V. Valero, F. Cuartero, F.L. Pelayo. A new proposal
for the synchronization in sPBC. Proc. Third IEEE Int. Conference on Appli-
cation of Concurrent to System Design (ACSD’03), IEEE Computer Society
Press, pp. 216-225, Junio 2003.

[MVC02] H. Macia, V. Valero, F. Cuartero. A Congruence relation in finite
sPBC. Technical Report, DIAB-02-01-31, Departamento de Informética, Uni-
versidad de Castilla-La Mancha, Octubre 2002. Disponible en http://www.info-
ab.uclm.es/trep.php

[MVCAdF03| H. Macia, V. Valero, F. Cuartero, D. de Frutos. A Congruence
relation in finite sPBC. Submitted for publication, 2003.

[MVCCO03| H. Macia, V. Valero, D. Cazorla, F. Cuartero. Introducing the
iteration in sPBC. Technical Report, DIAB-03-01-37, Departamento de Infor-
maética, Universidad de Castilla-La Mancha, Septiembre 2003. Disponible en
http://www.info-ab.uclm.es/trep.php

Las cuales se pueden resumir de la forma siguiente:

e En el trabajo de doctorado (1), se present6 el modelo PBC, sobre todo centran-

donos en el primer trabajo sobre él [BDH92|. En el siguiente y altimo trabajo
de doctorado (2), se hizo hincapié en la utilizacion del modelo para modelar
sistemas concurrentes, utilizando el lenguaje de programacion B(PN)? y su
herramienta PEP. En (3), con motivo del curso de verano Sistemas distribui-
dos: Modelos y Aplicaciones organizado por el Departamento de Informética
de la Universidad de Castilla-La Mancha, se present6 una panoramica de la
herramienta PEP.

En (4), (5) y (6) se present6 la primera version de sPBC finito, que se corres-

ponde con lo expuesto en el capitulo 3 de esta tesis.

e En (7), (8) y (9) se presento la nueva propuesta de la sincronizacion (capitulo 4).

e Las equivalencias (capitulo 6) fueron estudiadas para el caso finito en (10) y

(11).
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e Finalmente, la incorporacion del operador de iteracion (capitulo 5), mante-
niendo las equivalencias definidas con anterioridad (capitulo 6), e incorporando

algunos ejemplos (capitulo 7) se presento en (12).

El trabajo realizado en esta tesis, asi como el trabajo futuro mas inmediato, ha
sido desarrollado (o va a ser desarrollado) en el marco de los siguientes proyectos de

investigacion:

% Desarrollo formal de Sistemas Distribuidos (TIC97-0669-C03-02). Dicho proyec-
to fue desarrollado en colaboracion con la Universidad Complutense de Madrid
y la Universidad de Vigo. Tuvo lugar entre 1997 y 2000, con una financiaciéon
de 4.500.000 ptas.

* Evaluacion de Rendimientos de Sistemas Distribuidos (TIC2000-0701-C02-02).
Corresponde a un subproyecto, dentro del proyecto Desarrollo Formal de Sis-
temas Basados en Agentes Moviles y Evaluacion de Rendimientos, llevado en
colaboracion con la Universidad Complutense de Madrid, cuya duraciéon es
desde Enero de 2001 hasta finales de 2003, y con una financiaciéon de 6.160.000
ptas.

% Diseno e Implementacion de Sistemas Multimedia con uso de Técnicas Formales
(Junta de Comunidades, Consejeria de Ciencia y Tecnologia, PAC-03001). Su
duracion es de Junio 2003 hasta Junio 2006, con una financiacion de 96.000

euros.

* Descripcion y FEvaluacion de Sistemas Distribuidos y Aplicaciones a Sistemas
Multimedia (TIC2003-07848-C02-02). Dicho proyecto es de reciente concesion,

con una duraciéon de tres anos y una financiacion de 71.200 euros.

8.2 Trabajo Futuro

Como trabajos futuros mas inmediatos, con el objetivo de conseguir un lenguaje

més potente y flexible, tenemos previsto:

e Incluir en nuestro modelo multiacciones inmediatas, por ejemplo al estilo de
las que se manejan en EMPA |[BG98|.
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e Considerar el operador de recursiéon, en primer lugar en el caso guardado vy,

mas adelante, en general.

e Definir formalmente una equivalencia basada en el concepto de bisimulacion

probabilistica [LS91], y probar que es una congruencia.

También como trabajo futuro, mas ambicioso y a méas largo plazo, estaria el obtener
una herramienta propia de este modelo, que combinase las herramientas PEP del
modelo base PBC y GreatSPN de las redes de Petri estocasticas.
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